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CHAPITRE I

ALGEBRE TENSORIELLE ET ALGEBRE EXTERIEURE

Notations

Soit k& un corps commutatif et solent E, F' deux espaces vectoriels sur k. On
note L(E ; F) Pespace vectoriel des applications linéaires de E dans F'.

Si F' =k, on note E* = L(E ; k) le dual de E.

Exercice

Montrer que Dapplication de bidualité ¥ — FE** est un isomorphisme, si et
seulement si la dimension de F est finie.

Si E, F, G, sont trois espaces vectoriels sur k, on note 3(F,F ; G) Pespace
vectoriel des applications bilinéaires de E x F' dans G.

I - PRODUIT TENSORIEL
I-1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels.

Soient F, F' deux espaces vectoriels sur k.

Théoreme I-1
i} il existe un espace vectoriel sur &, noté E ® F qui se lit E tenseur F, et une
application bilinéaire j € B(E, F'; E® F') tels que, pour tout espace vectoriel G
et toute application bilinéaire b € B(E, F ; G) il existe une unique application
Iindairec: EQF — G telleque b=coj.

ExF
‘j N b

EeF —% @
i) Le couple (E ® F, j) est unique & unique isomorphisme prés. Ce qui signifie
quesi (E®F, j) et ((E®F), j') sont deux solutions de i), il existe un unique
isomorphisme I : EQ F — (EQ® F) tel que ' = I o .

Avant de donner la preuve de ce théoréme, remarquons qu’il est peut-étre illégitime
de donner un nom (£ ® F'} & un objet qui n’est défini qu’a isormmorphisme prés. Clest
pourtant ce que l’on fera.



Preuve : on commence par 'unicité ii), qui est un phénomeéne trés général.

Puisque (E ® F, j) est solution de i), il existe un unique o : E®@ F — (E® F)
linéaire, telle que 7 = acj et de méme, en échangeant les rdlesde EQ F et (E® F),
un unique §: (E® F') - E® F telle que j = B0 j'.

Onadonc j=poj =fo(acj)=(Boa)ojy.

Par ailleurs j = Idggp o j.

L’unicité de I'application linéaire ¢, requise en i) montre donc que Boa = Idggr

et de fagon analogue que o o 8 = Id(ggry
|

i) Existence : construction d’une solution.

Notons k(EXF) Pespace vectoriel (énorme !) de base Vensemble E x F. Cest

Pespace vectoriel constitué des applications de £ x F' — K nulles sauf sur un ensemble
fini.

Soit & : E x F — K&*F)} Pinjection qui associe A (e, f) le (e, f)-itme vecteur de
base ou, si ['on veut, V'application de E x F' — K qui vaut 1 sur (e, f) et 0 ailleurs.

Cette injection ¢ : E x F — KEXF) p'5 pour Vinstant aucune propriété
algébrique. Elle n’est ni linéaire, ni bilinéaire.
On va maintenant faire un quotient minimum de KF*F) pour rendre ¢ bilinéaire.

Considérons donc R(E, F) le sous-espace vectoriel de K (¥*F) engendré par les
éléments

o(ae +be',ef +df') —acole, f) —ad ole, f)) —be o(e', f) —bd (', f')

etndtons
EF=KFF)/REF)etj : ExXF>E®F

la. composée E x F' % KUExF) & KEXE) [ R(E, F) ot R est la surjection canonique.
L’application j est bien devenu tautologiquement bilinéaire.

Sib: E x F — (G est n'importe quelle application bilinéaire, on définit & :
KEXF) @ comme étant Papplication linéaire qui envoie Pélément de base (e, )
sur b(e, f)}. Cette application linéaire ¢ est nulle sur le sous-espace vectoriel R{F, F') et
définit donc par passage au quotient une application linéaire ¢ : K{(FXF) /R(E, F) —
G telle que b = ¢ o j. L’unicité d’un tel ¢ est evident. Ce qui montre que le couple
(KEXT)JR(E, F), ) satisfait i).

|

Pour résumer, I'ensemble des applications bilinéaires de F x F dans G, s’identifie
a ’ensemble des applications linéaires de E ® F' dans (¢

BEF;G) =~ LESRF;G)

b —o c
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et cette propriété caractérise &£ @ F.

Exemple : soit b : E x k — G une application bilinéaire quelconque et soit j :
E x k — E lapplication bilinéaire définie par j(V,A\) = AV A ek, V € F

Exk
‘P b
E _c G

et soit ¢ : F — G D'application lindaire définie par ¢(V) = b(V, 1). La commutativité
du diagramme ci-dessus montre que le couple (E, j) répond & la question. On a donc

1 e e e
E ® k~F ou I est 'application lnéaire induite par ’application bilinéaire j.

I-2 Notations :
I’élément de E@ F, j(e, f) se note e @ f et se lit e tenseur f.

I-3 Propriétés évidentes du produit tensoriel

1) Commutativité
E@F 5 F®E
e® f - Qe

2) Associativité (EQ F)® G—E @ (F ® G).
3) Pour A, u, N, € ket e,e’ € F, f, f' € F on a les régles de calcul

(Ae+NeN@(pf+i/f) = dule@ )+ A’ (e@ )+ N @)+ Ny (@ f)e E®F

4) Les éléments de E® I de la forme e® f s’appellent des tenseurs élémentaires.
Ils engendrent £ ® F.

Preuve : application directe de la définition de E @ F'.
I-4 Commutation du produit tensoriel et des sommes directes.

Propriété I-4 Soient E;c; une famille d’espaces vectoriels et F' un espace vectoriel.

Les deux espaces vectoriels (& E;) ® F' et @ (B; ® F) sont canoniquement
ied el

isomorphes.

Preuve : pour tout espace vectoriel G on a la suite d’isomorphismes

BU(®, B F i G) = ]| B(B:, F 3 C)

ief



~[[LE®F; G)=L(8(E®F); G)
el el
et par définition
B(D Ey\F; G)=L((b E)®F; G).
el iel
|

Corollaire 1I-4.1 sie; i € I est une base de E, et f; 7 € J une base de F, les éléments
e; ® f;(i,7) € I x J forment une base de E @ F.

Preuve: Ona E~ & ke; et F ~ & kf; et done
el jEJ

E®F ~ ke; @ kes) = kle; ® f:)
® i,jng( e ej) i,jg.;xJ ( fj)

||
En particulier si dim F et dim F sont finies, £ ® F est aussi de dimension finie
et dim (F ® F') = dim Ex dim F.
I-5 Produit tensoriel d’applications linéaires.

Soient E, F', F', F' quatre espaces vectoriels sur ket f: E— F, f' : ' — F'
deux applications linéaires. )

Il existe une seule application linéaire, notée f® f' : EQF’' — F®F caractérisée
par la formule f @ f'(e® €') = f(e) @ f'(e').
Exercice

a) L’application b : E* x F — L(E ; F) définie par b(p, f)(e) = ¢(e) - f oi
v est une forme linéaire sur E, f ¢ F et e € E est une application bilinéaire de
E*x F — L(E; F).

b} Elle induit donc une application linéaire
c: B*®F - L(E; FY.

Montrer que ¢ est injective et que son image est le sous-espace vectoriel de

L(LE ; F) constitué des applications linéaires £ : £ — F telles que la dimension de
£(F) soit finie.

¢} En conclure que si dim F est finie, ou si dim F est finie on a un isomorphisme
E*Q@ F~L(E; F).
I-3 Algébre tensorielle.

On pose TU(E) =k, TH(E)=Fetpowrp>1T?(E)=EQE®---QF.
p—Tfois




Définition I-3.1 On appelle algébre tensoriclle de £ que 'on note T*(E) = @ TP(E).
P>

Le produit évident TP(E) x TY(E) — TPT4(E) qui associe & z; @ £3,® - - - Tp, et
Y1®Y2 + Yy TI®T2®: - - p@Y1 QY2 - - -®Y, en fait une algebre (non commutative).

(Se rappeler que k ® E = E).

11 - ALGEBRE EXTERIEURE

Définition II-1

On note APE le quotient de TP(E)} par le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments 3 ®z3 - - -®Zp 0fL z; = x; pour 2 indices 7 # j. On appelle AP E la puissance
extérieure p-iéme de F.

On note z, Aza A+ - - Az, la classe dans ce quotient de I'élément 1 @2 - - - ® Tp.
Cet élément se lit x; extérieur x4 extérieur x3 extérieur -- - xp.

Onnote A*(E)= ® APE=k@EDA’E®---
p=0

Le produit 7?(E) x T E) — TPY1(E) passe évidemment au quotient et induit
un produit dit “produit extérieur” A : APE x AE — APHIE,
Remarque I1-2

La puissance extéricure AP E est définissable d’une maniére analogue au produit
tensoriel.

On appelle forme p-linéaire alternée sur E, & valeur dans F' une application
p-linéaire £ — F, nulle chaque fois que deux vecteurs sont égaux.

On voit alors que APFE jouit des propriétés suivantes qui la caractérise. (Exer-
cice).

Pour toute application p-linéaire alternée p : EP — F. Il existe une unique
application linéaire f : APE — F telle que

EP

Jc NP p=1Ffoc
ME L, F

ol ¢ est 'application p-linéaire alternée définie par c(xy, -, 2zp) = L1 A+ - A xp.

Proposition 11-3
Solent X c APE etY € A’E. On a

XAY =(-1)PY A X € APTYE) .
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Preuve : puisque les éléments de la forme z; A+~ A xp et y3 A -+ Ay, engendrent
respectivement AP(E) et A?(F) il suffit de montrer la formule pour ceux-ci.

En fait dans A?(E) on a z Ay = —y A x puisque

(x+yA{z+y)=0=cAz+yAy+zAy+yAz
=0+0+zAy+yAzx.

La formule en découle.

Corollaire 1I-4

Si dim E = n. Soit ey --- e, une base de F. Les CZ éléments e;, A &;, eegg Ol
11 < g < ip < n forment une base de APE. En particulier la dimension de APE est
C?.
I1-5

Le produit extérieure A : A*E x A*E — A*F fait de A*E une algébre. On
exprime la proposition II-3 en disant que c’est une algébre commutative au sens
gradué.

11-6 Dualité

Dorénavant on suppose F de dimension finie.

Théoreme I1-6

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie alors on a AP(E*) = (APE)*~.
Démonstration : remarquons d’abord que (AP E)* est exactement ’espace vectoriel
des p-formes alternées sur F.

Soit maintenant f; - - - f, € (E*)? p-formes linéaires sur E et considérons ’application
p-linéaire alternée ¢ sur E qui associe & Xy --- X, € F le déterminant de la matrice
pxp (as;) ou a;; = fi( X;).

La correspondance (fy-:- fp,)—e— ¢ est une application p-linéaire alternée de
(E*)P dans (APE)* et fournit done (remarque II-2) une application linéaire

ip : AP(E") = (APE)* .

Exercice

Montrer que 4, est bien un isomorphisme.

1I-7 Produit extérieur d’une forme p-linéaire alternée, par une forme ¢-
linéaire alternée.



On a le diagramme :
A AP(E*)x  AYE*) — APYY(E*)
A o (AP(B))rx (AUE))* — (APTI(E)”
ou par définition on pose
@AY = dprq(in () A (i (#))
1) Soit u € E* = AY(E*) = (A'(E))* une forme lindaire sur E et ¢ € (APE)* une
forme p-linéaire alternée.

Montrer la formule

p+1
uhp(Xy- Xpy1) = 2(—i)zu(Xi)go(X1 e X X))
im1

olt la notation )?7; signifie que 1'on a éffacé X;.
2) Donner la formule générale pour ¢ A .
Dorénavant on identifie AP(E*) avec (APE)*.

En particulier on pourra penser a 'élément f1 A fo--- A f, € AP(E*) ou f; €
E* = A'E* comme A la forme p-linéaire alternée sur E qui associe & X -- - X, le
déterminant de la matrice

A= (a;;) oua;; = fi( Xj) .

I1-8
Soit % : F — F une application linéaire. Elle induit une application APu :
APE — APF caractérisée par la formule APu(zy A+ - Axp) = ula) Aulze) - - Axp).
11-8.1 Image réciproque d’une forme p-linéaire alternée par une application
linéaire.
Soient % : I — F une application linéaire et u* : F* — E* Iapplication duale.
On a donc (11.8.1) 'application linéaire
AP(u*)y ©  AP(F*) —  AP(EY)
L L
(AP(F))y* — (AP(E))"

qui associe donc A une forme p-lindaire alternée sur F, @ une forme p-linéaire alternée
sur E, (attention au changement de sens) que I’on note u*(ep).
Exercice
Montrer que pour X;---X, € Fona
w (@)(X1 - Xp) = o(u(X1) - u(Xp)) -
et
uw(p A) = u(p) Aut(9) .



CHAPITRE 1I

FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES OUVERTS DE R"

I-1 Définition

Soit U un ouvert de R". On appelle p-forme différentielle sur U (ou forme
différentielle de degré p) une application de classe O, w de U dans AP((R™)*) =
(A7 (R™))".

Une p-forme différentielle sur U associe donc 3 chaque point de U, une forme
p-linéaire alternée sur R™.

- Par exemple si p > n, les p-formes différentielles sont identiquement nulles.
- Une O-forme différentielle est juste une fonction % définie sur IJ.
On note (V) le R-espace vectoriel des p-formes différentielles sur U.

Le produit extérieur dn chapitre précédent fournit un produit (point par point)
noté encore
' A QP(U) x QUU) — QP T

I-2 Notations

Soit e3,eq,---, e, la base canonique de R™. Il est traditionnel de noter Ti o
K" — R la itme projection : z; = e;. C’est une application linéaire. Elle est

donc différentiable et sa différentielle dz; : B* — (R*)* = A(R™)* est 'application
constante dx;(M) = z; = ef.

dz; est donc aussi la 1-forme différentielle sur R™ qui associe a tout point M de
K™, la 1-forme alternée e?.

Puisque €}, Aef, eAel 0 <ip <idy < - 1, < n forment une base de AP((R™)*)
on voit que foute p-forme différentielle sur un ouvert I/ ¢ R™, s’écrit de fagon unique

w:ZfdmI

icr {

ot J est Pensemble des multi-indices € 11,2, -+, n} strictement croissants de longueur
pyet sl T o= {ig,d9, i) avec 0 < 4y < dg--- < i, < n, dry est la p-forme
différentielle dw;, Adz;, -+ A dz;, et f; une application C*° de U dans R.
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Une p-forme différentielle sur U, n’est donc rien d’autre que la donnée de la
collection des CF fonctions C*°, fr, T € J.

IT - Différentielle extérieure.

Si f est une fonction C* sur U, sa différentielle
df : U— R") =A(R)
apparait donc comme une 1-forme différentielle sur U.

Exercice

Montrer que
n
9 i

df(ﬂf}_,CCQ,"‘,.’En); Ty .
i=1 6$?’

La correspondance f-e— df est donc une application R-linéaire, d : Q0(U) — QI (U).
Le théoreme ci-dessous définit un prolongement canonique de d 3 Q*(U) tout entier.

Théoréme II-1.

Soit U un ouvert de IR*. Il existe une unique application, R-linéaire, appelée
différentielle extérieure, notée encore d : Q*(U) — Q*(U) satsifaisant les conditions

suivantes.

1) d(QP(U)) c QFHHT) ¥p >0

2) d : QUU) — QNU) est la différentielle des fonctions

3) dlaAB)=dan B+ (~1Pands VaeQPU), B U)
4) dod : QP(U)) — QPY*(U) est nulle ¥p >0 .
Preuve :

1/ Unicité.




Soit w = ) ;. ; frdz;y une p-forme différentielle. D’aprds 3) {noter I'abus de
notations frdzr = fr Adzy) on a

dw="> d f/\deLZ f/\dd:cf).

IcJg ICJ

Le deuxigme terme de cette somme est nulle.
(3)
(

En effet d(x A+ Adxy) = 1)'dzy Adzy -+ - Ad(dz;) A+ Adx, = 0 d'apres

(4).

Donc si d existe on a nécessairement dw = ¥ df Adzy qui est parfaitement
ICJ r
déterminée d’apres (2). _
|
2/ Existence.
Posons donc pour w = ¥ fdxy, dw = % df Adry et montrons que cette

Ic/r IcTl r
définition satisfait la R-linéarité et 1), 2), 3), 4).

- La R-linéarité, 1) et 2) sont clairs.

- Montrons 3). A cause de la linéarité, il suffit de vérifier pour a = fdz; et 8 = gdzx
ou longueur de T = p et longueur de K quelconque. On a :

d(a/\ﬁ) Zd(fg dm_r/\da:_({) = fdgANdzy Adxg +gdf Ndzy ANdxg -
en fait g df Adxy ANdoxg = df Adzy Ag doy = da A B tandis que

fdgndxy ANdrg = (-1)P fdzr Adg Adeg = (—1)Pandf .

|

- Montrons 4). LA encore on peut supposer w = fdx;

dw = df A dzy et d(dw) 2 d(df) Adz; - df A d(der)
n
8% f A% f
= d( 25) = da; Adz; =0 .
adf) = ; 2i) = ; (83:23% Oz 851-) T

Le cas particulier ou f = z; montre grice 4 3) que d(dzz) = 0.

|
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IT1 - Image réciproque d’une forme différentielle.

Solent I/ un ouvert de R™®, V un ouvert de R™ et f : U — V une application
o=,

Dans ces conditions nous allons définir une application linéaire
o PVy-00U) V¥p>z0.

(Attention au changement de sens. On le signale en mettant ’étoile en haut dans la
notation f*.) ‘

Soit w € QP(V). On pose
F (@) (X1, -5 Xp) = wruy(dfey (X1), -+, By (Xp))

ouu€let Xy, -, X, € R".

Autrement dit la forme p-linéaire alternée sur R, f*(w)(,) est I'image réciproque
(I1-8.1) de la forme p-linéaire alternée sur R™ W(f(x)y Par Vapplication linéaire df(y) :
R® — R™,

Théoréme III-1.
L’application f* : Q*(V) — O*(U) vérifie les propriétés suivantes :

1) f* est R — linéaire

2) Floanp)=f(a) A (B)
3) ffod=dof*.
Démonstration

1) est évident sur la définition.

2) Comme remarqué précedemment on a

F (Wy = (dfy) (W) -

La propriété 2) est donc une reformulation de II-8.1 (exercice).

3) Commengons par le cas particulier ol w = © € Q°(V).
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Lemme TIT-2.

Le diagramme d
PV) —— V)

PU) —— Q')

est commutatif
Preuve : Soit ¢ € 2°(V). Par définition de f* on a f*(p) = po f et d(f*(¢)) =
d(p o f).

Par définition (f*(dw))wu(X) = dp ) (df ) (X)) ce qui signifie que f*dp = d(po
f)=d{f*(e))-

|

Cas général

Posons f : R* — R™ définie par y; = fi{zy, -, 2Zn) et soit w € OP(V). A cause
de 1) on peut supposer que w = @dy; A --- A dyp. On a alors grace a 2)

frw)y=wof f{dpn) A A (dys) -

Le lemme III-2 montre que f*(dy;) = d(f*(y:)) = d(vi o f) = df;.

On a donc
Flwy=pofdfindfz--- Ndfy

et
d(f*(w))=d(pc fYNndfLA--- Ndfy .

Par ailleurs dw = dp Adys A - - Ady, et f*(dw) = f*de A f*dyr A-- - A frdy, et
donc (Lemme II1-2)

fHdw) =d(wo fYAdfi A Adfp = d(f*(w)) .




CHAPITRE TIII

COHOMOLOGIE DE DE RHAM

I - Complexe de De Rham

Soit U un ouvert de R™. Les résultats du chapitre précédent se résument de
la fagon suivante. On considére la suite d’applications ci-dessous qu’on appelle le
complexe de De Rham de I'ouvert U

0—— () —L s i) —L 5 02). . —4 s or ) —4 s ) = 0

I-1 Définition

On note ZP(U) le sous espace vectoriel de 2P (U7) constitué des p-formes différentielles
w telles que dw = 0. Une telle forme est dite fermée.

Par exemple Z™(U) = Q™(U) (puisque Q"+(U) = 0).

On note BP(U) le sous espace vectoriel de QP (U) constitué des p-formes différentielles
de la forme do ot o € QP~1(U). Une telle forme est dite exacte. (Par convention
BY(U) = 0).

Autrement dit

ZP(U) = Kerd d : QP(U) — QPN
et
BP(U) =1Im d d . Y U) — Q)

Puisque d o d = 0 on voit que toute forme exacte est fermée : Ker d O Im d.
BF(U) C ZP(U) et on peut donc considérer I’espace vectoriel quotient Z#(IV) /BP(]).
On le note H?(U) et il s’appelle le p-iéme groupe de cohomologie de Pouvert .
Exemple I-2

Soit U = R? — {0} avec les coordonnées z et y et soit & € Y(U/) la 1-forme
différentielle oz, y) = L4y-ude

$2+y2 -
On a

z y
do(z,y) =d | —— | Ady—d | 24— ) Ad
o) d($2+y2) W ($2+y2) ’

2 2
T Yy —x 2y
d = dr — ———2——d
($2+y2) (@22 @B
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2 _ .2
d( Y )z(x Y dy—i—dm

$2 +y2 332 +y2)2 (2:2 +y2)2
et done y ) ) y
Yy -z z* -y
do(z,y) = ———=dz Ady — ———dyArdz =0.
(=,y) (22 + 52)2 Y (2 - 2)2 Y

On voit donc que la forme a € Z1(R? — {0}). FElle est donc fermée et nous
verrons tres bientdt qu’elle n’est pas exacte. Ce qui montrera que H(R? — {0}) # 0.

Exemple I-3
Calcul de HO(U).

Z%(U) € QO°(U) est I'ensemble des fonctions f : U/ — R telles que df = 0. Un
tel f est donc constant sur chaque composante connexe de UU. Tandis que BO(U) est
par définition nul.

On voit donc que H*(U) = Z°(U) = R® ou C désigne I'ensemble des compo-
santes connexes de 'ouvert U.

I-4 Fonctorialité de la cohomologie.
Soit f : U — V une application C*® de U C K" dans V C R™.

Puisque do f* = f*od on voit que
[H(Z22(V)) c Z°(U)

et
F(BP(V)) c B*(U) .

L’application f* induit donc par passage au quotient une application R-linéaire
notée encore f*: HP?(V) — H?(U).

Soient maintenant 3 ouverts U CR*, VCR® W CRl et f: U=V, g: V —
W deux applications de classe C*°. On vérifie immédiatement que (go f)* = f* o g*.
et que Idy; = Id.

Ces propriétés se résument en disant que “le p-iéme groupe de cohomologie”
est un foncteur contravariant de la catégorie des ouverts d’espaces numériques et
des applications C'*° dans la catégorie des R-espaces vectoriels et des applications
R-linéaires.

En particulier si deux ouverts U et V sont difféomorphes, les groupes de co-
homologie H?(V') et HP{U) sont isomorphes pour tout p. Nous allons voir qu’en
fait il suffit de beaucoup moins qu'un difféomorphisme entre U/ et V pour assurer
I'isomorphisme de H*{(V') et H*(U/).
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I-5 Homotopie.
C’est une notion tout & fait fondamentale.
I-1 Définition

Soient U un ouvert de R™, V' un ouvert de R™, et fy, f; deux applications C*°
de U dans V. On dit que fy et fi sont {différentiablement) homotopes, s’il existe
une application ¢ F : U x R — V telles que F/U x {0} = fy et F/U x {1} = fi.
Théoréme fondamental I-5.

Solent fo et fi © U — V deux applications homotopes, alors fj et f; :
HP(V) — H?(U) sout égales pour tout p > 0.

Démonstration

1) premiere réduction : ’hypothése signifie que dans le diagramme ci-dessous les
deux triangles sont commutatfis : fy = Foiget f1 = Foip

il/
e
U

o ig : U — U x R est définie par ig(u) = (©,0) et 43 : U — U x R par
i1(u) = (u, 1).

I est donc suffisant (par fonctorialité) de démontrer le cas particulier du
théoréme -5 ¢ et ¢] : HP(U x R) — HP(U) sont égales pour tout p > 0.

2) Lemme : les deux applications i et ¢ : HP(U x R) — HP(U) sont égales.
La méthode est trés générale.
Nous allons construire pour tout p > 1 une application linéaire K, : QP (U xR) —

QP~L{U) telle que i — it = Kyyiod+do K,

d

5 QP(U x R) —— QPP X R)
Ky, v |iE—fI Kp+1
-y —4 . o) 5

Une fois cela fait on constate alors que si w est une p-forme fermée (dw = 0)
les formes (fermées) ¢} (w) et tj(w)} différent de la forme exacte d(K,(w)). Elles ont
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donc méme classe dans le groupe de cohomologie HP(U/) ce qui montre bien que les
application en cohomologie i§ et i} sont égales.
|

3) Construction des applications K, : OQP(U x R) — QP~L(U).
Cette construction s’appelle le Lemme de Poincaré.

On note ¢ la variable dans R. Toute p-forme différentielle sur U x R s’écrit alors
de fagon unique w = a(t) + H{t) A dt ol «(t) est une p-forme différentielle sur U
dépendant du parametre £, et 5(t) une (p — I)-forme différentielle sur U/ dépendant
du parametre ¢.

Si y(t) est une k-forme sur I/ dépendant du parameétre £, on peut, pour chaque
t (fixé), considérer sa différentielle que nous notons dv(%) et qui est une k + 1-forme
sur U dépendant du parametre ¢.

On peut aussi dériver par rapport & £ pour obtenir de nouveau une k-forme
différentielle sur U dépendant du parametre ¢, que nous noterons ¥(f).

Posons K,( fo
On adw = da( ) (—l)pa(t) AdE+dp(t) Adt et

Ky (d) = (—17 / " ap(e)d - / oy

) d(pr / dgo(t)dt

Done

K@) + Kpia(d) = = | a0t = a(0) = a(1) = () ~i}(w).

I-6 Conséquences.

Invariance de la cohomologie par type d’homotopie.
Définition

On dit que deux ouverts U C R* et V C K™ ont le méme type d’homotopie s'il
existe deux applications ¢ : f : U = Vetg : V — U telles que g o f soit
homotope a l'identité de U, et f o g soit homotope & 'identité de V.
Théoréme 1-6

Si U et V ont le méme type d’homotopie, les groupes de cohomologie HP{U) et
HP (V) sont isomorphes pour tout p > 0.
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Démonstration

Considérons la composition

WS rrv) S er) .

Ona f*og=(go f)*Thé_Eﬁ (Idgr)* = Idge (i et de méme g* o f*= Idge.

Il en résulte que f* est un isomorphisme (d’inverse g*}.
||

1-6.1 Corollaire

0 ¥p>0

Soit n > 0. Onau’-lr?’(R'"')={R =10

Démonstration
Soit f : {0} < R™ définie par f(0) =0 et g: R* — {0}.
Onago f= Idi et fog: R* — R" identiquement nulle.

Soit F': R* xR — R" Papplication bilinéaire (done C'°°) définie par F(V,t) =tV
teRV e R™.

C’est une homotopie entre Idg~ et fog.
Les deux espaces {0} et R™ ont méme type d’homotopie, donc méme cohomolo-

gie.
|
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II - Suite exacte de Mayer-Victoris.

Soient U} et U, deux ouverts de R™. Le but de ce paragraphe est de déterminer
la cohomologie de I"union Uy U Uy en fonction de la cohomologie de Uy, de Us et de
U1 M UQ.

II-1 Un lemme d’algébre.

Etant donné une suite d’espaces vectoriels F; ¢ € Z et une suite d’applications
linéaires f; : E; — E;y1, nous dirons que la suite

Ei 1 Ty E; Eil Ei Ts

est
1) exacte en 4 si Ker f; = Im f;_;
2) exacte, si elle est exacte en i pour tout i.

On appelle complexe différentiel, une famille C*, ¢ € Z d’espaces vectoriels,
munie d'une famille d’applications d; : C* — C**+! telle que les composées diyr 0 d;
soient nulles pour tout ¢ € Z. (Par exemple le complexe de De Rham d’un ouvert de
R"™, complété par un infinité de 0 & droite et & gauche).

On note (C*,d) un tel complexe, Z*(C*) = Ker d;, B(C*) = Im d;_; et le
quotient Z*(C*)/BYC*) = H*(C*) s’appelle le i-groupe de cohomologie du complexe
C.

Si (C*,d) et (C'*, d") sont deux complexes différentiels, un morphisme F : C* — C**
est la donnée pour chaque i € Z d’une application linéaire f*: C% — C" telles que
I'on ait f**' od; = d} o f* pour tout i.

Un tel morphisme induit pour chaque ¢ une application linéaire H*(C*) H Hem).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la proposition.

I1-2 Proposition

Soient C*, C'*, C"*, trois complexes différentiels et soient I : C* — C'* et
S§:C"™ — " deux morphismes de complexes telles que les suites

0= Ci S s om g

solent exactes pour tout 7 € Z.

e 3

(Ce qui signifie : ¢* injective, s* surjective, et Ker s* = Im 7*).

On a alors une longue suite exacte infinie
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ou @ est 'application linéaire définie ci-dessous :

Définition de Papplication @ appelée “Le connectant” :

Soit " € H*(C"*) et choisissons 2/’ € Z¥(C"*) telle que [z"] = o € HE(C™).

Puisque s* : C'% - ("% est surjective, choisissons z' € C'* telle que s*(z’) = 2"
et considérons dx’ € B*+1(C™),

On a s*(dz’) = d(s*z’) = dz" = 0 car 2" € Z*(C"™).

Puisque la suite 0 — A1 5 b+l 2 cmktl L () egt exacte, dz’ s’écrit de
maniére unique ¢*(z) o x € C*+1L,

En fait i*(dz) = d(i*z) = d{(dz’) = 0, ce qui montre que z appartient 3
ZFFL(C*). On pose alors 8(a”') = 3 € H*TY{C*) oi1 3 est la classe de z € Z5H1(C*)
dans H*+1(C~).

Omn doit vérifier que 3 est bien indépendant des choix faits pour le définir.

i) Indépendance du choix de z" € Z*(C"*) tel que [z"] = a.

Soit ¥ un autre élément de Z*(C"*) tel que [y”'] = [z"] = a. On a y” = 2" +d="
olt 2 € C"F~1, Puisque s* : C™*~1 — C"k~1 st surjective, soit v’ € G5 1 telle
que s*(v') = 2”. L'élément y' = =’ + du’ € C'* vérifie bien s*(3') = v”. On
s’'apercoit que dy" = dz’.

]

ii) Indépendance du choix de z’ € (C'%) tel que s*(z’) = z".

Siy’ est .un autre choix, la suite
0—>C’ki—$>C’ks—*>C”k—>O
étant exacte, on voit que ¥y’ s'écrit
y =1 +i"(2) zeCk
et done dy’ = dz’ + i*(dz) et donc avec les notations évidentes, y = = + dz €
ZF+HL{(C*). Ce qui montre bien que [y} = [z] € H*1(C*).
iii) Linéarité de 0 :
Les vérifications i) et ii) étant faites, la linéarité est évidente. {Pourquoi ?)

La vérification de I'exactitude de la longue suite de cohomologie est sans diffi-
culté. Nous traitons par exemple exactitude en H*(C"*) et nous conseillons vive-
ment au lecteur d’effectuer les deux autres vérifications : exactitude en H*(C*) et

en H:(C™).
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Exactitude en H*(C"™).
Nous reprenons les notations de la définition de 9
i) dos*=0.

En effet si o € HF(C"*) s'éerit s*(a’), of € H(C™). Onaz = s*(z') ol
z'] = o et [27] = .

En particulier dz’ = 0 et d(a”) = 0.

ii) Réciproquement d{a) = 0 signifie que z € Z*T1(C*) est de la forme du
u e Ck

On a alors 0 = i*(x — du) = d(z' — i*(u)) ot &' — i*(u) € Z*(C'*) et on a bien
s*(xz' — i*(u)) = s*(z') = z” ce qui montre que s*(z/ — 1*(u)) = o € H*(C") ol
z’ —i*(u) est la classe dans H*(C'*) de I'élément ' — 1*(u) € Z*(C™).

|

II-3 Suite exacte de Mayer-Vietoris.

11-3 Proposition

Soient U7 et V deux ouverts de R®. Considérons le diagramme commutatif
d’inclusions

. v
ZU/ \JV
Uny J Uuvy
\iv J'V/
v

La suite ci-dessous est une suite exacte de complexes différentiels :
0— QU)o e (V) PV QN V) — 0

Démonstration.

L’injectivité de 75 @ ji7, ainsi que I'exactitude au centre résulte immédiatement
de la remarque (évidente mais fondamentale) que la donnée d’une forme différentielle
sur 7 UV, n'est rien d’autre que la donnée d’une forme différentielle sur U/, et d’une
forme différentielle sur V', qui coincident sur Pintersection I/ N V.

Pour la surjectivité de 7j; — ij- nous utilisons la proposition suivante gui sera
démontrée plus loin dans le cours.
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Proposition

11 existe deux fonctions C° o et G de U UV — E telles que

—a+8=1
—SuppaCU
—Supp fCV

Preuve de la surjectivité de ¢, — 13, :
Soit w € QU N V).

On note aw € QP(V) la forme définie par la formule

afv)y xw(w) velnV
a“’('”):{ 0 veUnNv

et de fagon analogue la forme de QP(U), Sw. On a bien
i (Pw) = Pw et iy (ow) = aw .

donc
iy — iy (Bw, —ow) = (B + a)w =w .

Remarque : Noter interversion (cw est une forme sur V, et fw sur U).

Corollaire : Suite exacte de Mayer-Vietoris.

Soient IV et V' deux ouverts de R*. On a une longue suite exacte de cohomologie
de De Rham

2 gy ey e mr (V) TS e nv) S ol

Preuve : cela résulte immédiatement de la proposition II-1 et de la remarque

HP(Q(U) @ QF(V)) = HP(Q(U)) @ HP(Q(V))

II-4 Cohomologie de R* — {0}.

II-4 Théoréme

Pour tout n. > 2. On a HO(R* - {0}) = H* H{R" —{0}) =~ R¥ et H?(R* —{0}) =
Opour ps£0etp#n—1.
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Preuve : on introduit les ouverts U = complémentaire du fermé {(zy, -, 1,)/z2 =
T3--- =2, = 0 etz 2.0} et V complémentaire du fermé {(z,---z,)|zy = --- =
T, = 0 et 21 0}.
On constate que
HDR"—{0}=UuV.
ii) Les ouverts U et V sont étoilés donc ont le type d’homotopie du point. En
particulier H?(U) = HP(V) = 0 pour p > 0 et HO(U) = H°(V) = R.
i) UNV = R x (R*! — {0}) et a donc le type d’homotopie et donc la méme
cohomologie que R*~! — {0},
La suite exacte de Mayer-Vietoris commmence comme ci-dessous

0— HUUV) - H(U)@ HY(V)—  HWNnV) 2 HY WUV) - H(U)a HY(V)

i i | I |

ReR n=2 n
0 R — ReR —>{ R n>2}——»Hl(R —~{0}) — 0

puisque U, V et I/ UV sont connexes tandis que U NV est connexe pour n > 2 et a
deux composantes connexes pour n = 2.
Il en résulte que H'(R™ — {0}) ~ 0 pour n > 2 et que H(R? — {0}) ~ R.

Par ailleurs on a la suite exacte pour p > 1
8

HYU)ye HPY(V) —  HPl(Unv) 2 HP(UUV) — HP(U)® HPV)
I(53) | (s [ 1(34)
0 - BU®R-L {0} 2 HP@R-{0}) — 0

qui montre que le connectant & est un isomorphisme. On a donc par récurrence
I'égalité pour p <n —1

HP (R — {0}) = H' (R 7+ — {0}) .
Ce qui montre que pour 1 <p<n—1
HP(R* —{0})=0et H" Y(R® - {0}) ~R.

Puisque, comme toujours, H?(R™ — {0}) = 0 pour p > n il reste & montrer que
H™(R* — {0}) ~ H*(R? — {0}) est nul.

Considérons donc R? — {0} et ses deux ouverts U et V. L'intersection / NV a

deux composantes connexes, chacune ayant le type d’homotopie du point il en résulte
que HY{(U NV) ainsi que H2(U) et H2(V) sont nuls.

La suite exacte

HY(UNY) & HAUMV) — HUU)@& HAV)

I | |
0 OHARE - {0}) - 0
montre que H2(R? — {0}) est bien nul.
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III - Cohomologie & support compact.

Soit U un ouvert de R® et w € QP(U) une p-forme différentielle sur /. On
appelle support de w, que 'on note Supp w, 'adhérence de 'ensemble des points de
U ot w est non nulle. C'est aussi le complémentaire de I'ensemble des points de U7 qui
possédent un voisinage ol w est identiquement nulle. On a donc Supp dw C Supp w.

En particulier si le support de w est compact, celui de dw Vest aussi. On note
Q2(U) le sous-ensemble de QP (U) constitué des p-formes différentielles sur U dont le
support est compact. C’est un sous-espace vectoriel de QP(U) et en fait (Q(U), d)
est un sous-complexe différentiel de (Q*(U), d).

On note H2(U7), qu’on appelle p-iéme groupe de cohomologie & support compact,
le p-ieme groupe de cohomologie du complexe des formes différentielles & support
compact.

III-1 Attention

Si f: U — V est une application C°°, I'application f* : Q*(V) — Q*(U)
n’envoie pas en général 27 (V) dans Q% (U/) puisque image réciproque d'une forme &
support compact n’est pas en général & support compact.
IIT-1 Définition

Soient U CR* et V C RP, et f: U — V une application C*°. On dit que f est
propre si I'image réciproque par f de tout compact de V' est un compact de U.
III-1 Proposition

Soient f*: U C R® — V C RP une application C'*° propre. L’application linéaire
(V) — @*(U) induit une application notée encore f* : Q:(V) — Q:(U).

Preuve : évidente

Pour résumer la cohomologie a supports compacts est un foncteur contravariant
de la catégorie des ouverts d’espaces euclidiens et des applications propres dans la
catégorie des espaces vectoriels et des applications linéaires.

I11-1 Corollaire

SiU et V sont deux ouverts difféomorphes, leurs cohomologies a support compact
sont isomorphes.
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II1-2 Suite exacte de Mayer-Vietoris en cohomologie & support compact.
Soient U/ C V C R™ deux ouverts de R™.

Toute forme différentielle & support compact contenu dans U est aussi une forme
différentielle & support compact contenu dans V. Ceci montre que Uinclusion ¢ :
U < V induit une application (évidemment linéaire) notée i, : Q5(U) — Q5(V) qui
commutte évidemment a 'opératuer d.

II1-2 Théoréme

Si U et V sont deux ouverts de R". Le diagramme (habituel) d’inclusions :

. v
%U/ \J‘U
Unv J Uuv
\’iv jV/‘
Vv

induit la suite exacte de complexes ci-dessous
0 - QUNV) = eru)y o QuV) S Qi uv) - 0

Preuve :

- Chacuq.e des applications ¢y, et iy, est injective et donc a fortiori application
iU, By,

- Solent wy € Q5(U) et wy € QX(V) telles que jir, (w1) = jv, (w2). Cecl montre

que wi et we ont en fait leur support dans U NV et qu’elles coincident en tant que
forme a support compact de U N V.

- La surjectivité de application jy, — 7y, résulte la encore de la proposition de
la page 21.

Si w est une forme a support compact dans I/ U V. La forme aw est une forme
4 support compact dans U, et Sw est une forme & support compact dans V.

On a bien w = (jy, — jv. )(ow, —fw)

ITI-2 Coerollaire

Soient [V et V deux ocuverts de R®. On a la suite exacte infinie ci-dessous

0 grunv) Y grne (V) T B UUY) L HPYYUAY) —
Preuve : ¢’est une conséquence immédiate du théoreme I11-2 et de la proposition 1I-2.
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II1-3 Cohomologie 4 support compact de R".

Soit U un ouvert de R®. Le but de ce paragraphe est de comparer les groupes
de cohomologie a support compact de U7 x R & ceux de U.

Toute p-forme différentielle w & support compact de U x R s’écrit de maniére
unique w = aft) + B(t) A dt on «t) est une p-forme différentielle de U dépendant du
parametre ¢, & support compact dans U/ pour chaque ¢ et nulle pour ¢ suffisamment
grand et B(¢) une (p — 1)-forme différentielle de U dépendant du paramétre ¢, 3
support compact dans U/ pour chaque ¢ et nulle pour ¢ suffisamment grand.

On définit alors 'application
I, : QPP (U x R) — QB(U)
par la formule IL,(w) = [T A(t)dt.
III-3 Théoréme

i) L’application IL, : QB+ (UXR) — QB(U) commutte aux opérateurs différentiels.

ii) Elle induit donc une application notée encore
I, : Y'Y U xR) ——— HP(U) .
Cette application est un isomorphisme.

Preuve :

i) On a (avec les notations déja rencontrées p. 16)

dw = da(t) + (1P a(t) + dB(1) A dt

et
+o0 +o0
T, (dw) = f (=1 a(t) + dae)dt = [ dB(8)dt = d(IL, (w)) .
—oo — o
|
ii) Soit e : R — R une application C'° de R dans R & support compact et telle que
[ e(t)dt = 1.

Considérons Papplication
e. @ Q2(U) — 2THI x R)

définie par la formule e.(w) = e{t)w A dt.

Cette application e, commutte aux différentielles. En effet
e.{dw) = e(t)dw A dt = d(e(t)w A dt) = d(e.(dw)) .
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Elle induit donc une application encore notée e. : H2{U) — HPF(U x R) dont
nous allons voir qu’elle est 'inverse de 'application TI,.

D’abord la composition
QP(U) —2— QFTHU x R) —= > Q2(U)
est bien I'identité de Q2(U).
En effet fj;: e(t)wdt = w f__'-o? e(t)dt = w.
Par contre la composition

QPH(U x R) —=— Q2(U) —=— QP+ (U x R)

c

n’est pas l'identité.

On a cependant le

II1-3 Lemme
Soit K : Q21U x R) — QP(U x R) définie par

t 4o

e(u)du) X Blu)du .

— o0

K(a(t) + B(t) A dt) = [OO Bludu - (/

— 00

On vérifie que Idgetrger) — €+ 0 Il = (-1)P(Kd - dK).
|

Ce qui montre (Lemme p. 15) qu’en cohomologie, Papplication e, o II, est bien
I'identité de HFTHT x R).
|
I11-3 Corollaire

Soit n > 0,
0 p#0
PR™) —
HC(R)*{Rpour p=n

Remarque :
- En fait on connait un générateur de HZ(R"™).

1l suffit d’itérer n-fois I'application e. & un générateur de HY(pt) i savoir la
fonction constante égale & 1.

On trouve la n-forme différentielle 4 support compact de RB?
e(ty) x e(ta) x e(tn)dty Adig A -+ A dty,

dont le support peut étre choisi arbitrairement petit.
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CHAPITRE 1V

VARIETES DIFFERENTIABLES

1. DEFINITIONS

1. On appelle variété topologique tout espace topologique X satis-
faisant les conditions suivantes :

i) tout point de X posséde un voisinage homéomorphe & un ouvert
de R™ pour un certain n.
ii) l'espace X est séparé.
ii) Iespace X est union dénombrable de compacts.

' I-2. Remarques. — La condition ii) ne résulte pas de i). (Donner un
exemple}. : '
— On peut remplacer i) pari)’: Tout point de X posséde un voisinage
homéomorphe & R*. (Pourquoi 7).
— Les conditions techniques ii) et iil) sont 14 pour assurer l'existence
de partitions de I'unité (cf. Prop. V-2).

[-3. On appelle atlas différentiable sur la variété topologique X la
donnée :

i) d’un recouvrement ouvert de X = | J,.; U;.
ii) pour chaque U; d’'un homéomorphisme :
w; - Uy = O; C R* ou O; est un ouvert de R* tels que pour
tout couple d'indice ¢, § € I la composition

-1 )
oi(U; U Zs U0 U; 25 0,(U; N U;)

soit différentiable.

Le couple (U;, ¢;) s'appelle une carte et les applications ¢; o ¢;*

s’appellent les applications de changement de cartes.
1
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I-4. Deux atlas différentiables sur la méme variété topologique X,
(Ui, wi)icr et (Vj,15);cs sont dits équivalents si “leur réunion” est en-
core un atlas différentiable, autrement dit si les applications

o 2
(,O»;(Ui N V;) — U;n V; SRS ’(/)J(Uz M VJ)
sont elles aussi différentiables pour tout i € f et j € J.

I-5. On appelle variété différentiable une variété topologique munie
d'une classe d’équivalence d’atlas différentiable.

I-6. Remarque. La donnée d’un atlas différentiable sur une variété
topologique en fait une variété différentiable. (Celle munie de la classe
d’équivalence de Patlas en question).

I-7. Applications différentiable. Difféomorphisme. Soient V,V’
deux variétés différentiables et f : V' — V' une application continue.

Soient (U;, @;)ier et (U}, i )ver deux atlas différentiables définissant
respectivement les variétés différentiables V' et V.

On dit que f est différentiable si les composées

- )
e fHUNNU) 2o fH ) U D Uy B 0

sont différentiables pour tout ¢ € I, ¢' € I’. Cette définition ne dépend
pas des atlas (Us, @:)icr et (U], @l )y mais seulement de leurs classes
d’équivalences respectives. (Le vérifier),

On dit que f: V — V' est un difféomorphisme si

i) f est bijective,

ii) f est f~! sont différentiables.

Exercice. Soient V1 EA Va 2 V, trois variétés différentiables et f, g
deux applications différentiables. Le composé g o f est différentiable.

En particulier 'ensemble des difféomorphismes d’une variété V' sur
elle-méme forment un groupe (pour la composition) noté Dif f(V).

II. EXEMPLES EVIDENTS DE VARIETES

1} Soit I/ C R™ un ouvert. On en fait une variété différentiable en le
munissant de la classe d'équivalence de l'atlas & une carte (donc il n’y
a rien a vérifier)

viho=vcr
2) Soit U ¢ V un ouvert d’une variété différentiable et soit (V;, @i)ier

un atlas définissant V.
Latlas (V;NU |, @i/ Vi N U);er fait de U une variété différentiable.
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3) Si V et V' sont deux variétés différentiables. On note V x V'
et on 'appelle la variété produit, la variété différentiable dont ’espace
topologique sous-jacent est le produit V' x V' muni de la topologie
produit et si (U, ¢;)ier, respectivement (U}, i )yep définissent V', resp.
V', on considére P'atlas différentiable (U; x Ul , ¢; X @} }iyerxr pour
définir V' x V' dont la classe d’équivalence ne dépend que de celle des
atlas (U;, @q) et (U], ).

III. RANG - DIMENSION - SOUS-VARIETES :

IT1I-1. Lemme. Scit h: O C R* — ' < R? un difféomorphisme d’'un
ouvert de R” sur un ouvert de R?

Alorsn=1p

Preuve : Soit ¢ € O un point de l'ouvert O. La différentielle de
h au point o, Dh(o), est une application linéaire inversible (d'inverse
Dh(_hl{o)}) de R™ sur R? O
III-2. Soient V, V' deux variétés différentiables, v € ¥V un point de V'
et f:V — V' une application différentiable.

On considére 'application différentiable ¢'o fo™! et sa différentielle
au point ¢(v). On constate que le rang de cette application linéaire
ne dépend que de f {cf. Lemme IIL.1)) et on lappelle le rang de
Uapplication f au point v.

ITI-3. Proposition définition. Soit V' une variété différentiable et
conneze, et (V;, @;) un atlas différentiable de V.

Appelons n; {cf. Lemme) la dimension de 'espace B™ qui contient
Vouvert @;(V;}. Ce nombre ne dépend pas de 1, et ne change pas si l'on
remplace ’atlas de V' par un atlas équivalent. On 'appelle donc n et
c’est la dimension de la variété différentiable V.

Preuve : L'ensemble des points de V' qui possédent une carte (U, @)
tels que dim (V) = n est ouvert et fermé dans V. O

Exemples, Exercices :

a) il y a une seule variété connexe de dimension 0 & savoir 1pt.

b) les variétés de dimension 1 s’appellent des courbes. Toute courbe
connexe et compacte est difféomorphe au cercle S1.

c) les variétés de dimension 2 s’appellent des surfaces. Par exemple
la sphére 82, le tore S' x S ete.
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111-4. Soit W une variété différentiable et A C W une partie de W.
On dit que A est une sous-variété de W si tout point de a de A est
contenu dans une carte (U;, p;) d'un atlas définissant W tel que

(,O;.,([f,, i A) = (pz(Ug) NERF x {0} CR?
pour un certain p.

III-5. Toute sous-variété d'une variété différentiable est en fait une
variété.
Preuve :

1) tout point a € A posséde un voisinage dans A (& savoir U; N A)
homéomorphe & un ouvert de RP (3 savoir o{(U;} NRP x {0}). A est
donc une variété topologique.

2) La famille (;NA , @;/U;NA) est évidemment un atlas différentiable
sur A. g

Voici maintenant un critére qui permet de reconnaitre facilement une
sous-variété.

[1I-6. Théoréme. Soit A C W une partie de la variété différentiable
W. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est une sous-variété de W.

i) tout point a € A posséde un voisinage U/ dans W et une fonction
différentiable F' : U — R"7?, de rang n—p en tout point de U telle que :
ANU = F71(0) (autrement dit, la partie A est localement définissable
par n — p équations indépendantes).

Preuve :
i) = ii)

On choisit U = U; et F : U; - R*P F = pop; ou p est la
projection orthogonale de R* sur R*"?. On constate que F est bien
différentiable, de rang n — p, et que :

FH0)=p (7 {(0) = o7 {(wu(U)NRE x {0}) =UN A
il) = 14)

Quitte & restreindre U on peut supposer que c’est un domaine de
carte de W. Et on considére l'application C® : G = F.o;' : O; —
R* . (C’est une application ('°°, de rang n — p. Supposons, pour
simplifier, que ce soit le mineur (%—(jf_'—)i,j €(p+1,p+2,...,n) qui soit
inversible.

Soit alors H : @; — R™ défini par

H(zy, —zn) = (21, - Zp, G{1, —n))
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C’est une application C™ de rang maximum. C’est donc un difféomorphisme
local disons de @' ¢ @ sur @ C R*.

Onpose F'=Hop;, F': o7 (0)— 0"

(o7 }(O'), F') est une carte de W et (') N A est bien égal 3
FYRe x {0}) O

Remarques importantes :

1) Puisque la condition “étre de rang maximum” est une condition
ouverte, on peut remplacer la condition ii) du Théoréme IIL5 par la
condition ii’) F' est de rang n — p au point a.

2) Le théoreme IIL.5 est une grande source d’exemples de variétés
(puisque les sous-variétés sont des variétés).

En fait on peut montrer que la toute variété est une sous-variété de
RY pour N assez grand. Ce sont donc tous les exemples. Pourquoi
alors parler de variétés 7

I[V. LES VARIETES QUOTIENTS :

IV-1. Vocabulaire des actions de groupe. a) Soit G un groupe
(discret) et X un ensemble. Se donner une action de G dans X, c’est
se donner un homomorphisme de groupes p : G — Bij{X) ou Bij{X)
est le groupe des bijections de 'ensemble X . ‘
Si p est claire dans le contexte on note simplement g.z le point p(g).z.
On a alors

N-(27) = (1g2)-z V1,00, 2
lz=2z Vz

On note O(x) qu'on appelle l'orbite de x sous G. Ofz) = {g.z g €
G}. Larelation “étre dans la mé&me orbite” est une relation d’équivalence.

On note X/G, qu’on appelle le quotient de X par G, ensemble des
classes d’équivalences.

On dit que ’action est transitive 8’1l n’y a qu'une seule orbite.

- Soit x un point de X. On appelle isotropie de z le sous-groupe I(z)
de G constitué des g € G tels que g.z =z

- Si I(z) est réduit & I’élément neutre pour tout z € X. On dit que
'action est libre.

- Libre et transitif s’appelle simplement transitif.

Noter que dans ce cas le choix d’un point z € X établit une bijection
de &G sur X définie par g < g.2. Cette bijection dépend bien sfir du
choix de z. Elle n’est pas canonique.

b) Supposons maintenant que X soit un espace topologique.



Une action continue de G dans X est la donnée d'un homorphisme de
groupe p : G — Homeo(X') olt Homéo(.X) est le groupe des homéomorphismes
de 'espace topologique X.

L’espace topologique quotient X/G est I'ensemble X/G muni de la
“topologie quotient”, c’est & dire de la topologie la plus fine qui rende
la projection p : X — X/G continue.

On dit que l'action continue de G dans X est propre si pour tout
compact K de X I'ensemble des g € G tels que ¢. K N K # 0 est fini.

Proposition : Soit X un espace topologique séparé et localement
compacte. Soit G un groupe agissant librement et proprement dans X.
Alors 'espace topologique quotient est séparée.

Preuve (Exercice) :

¢) Soit maintenant V une variété différentiable. Une action différentiable
de G dans V est la donnée d'un homomorphisme de groupe p: G —
Diff(V') ol DiffV est le groupe des difféomorphismes de la variété V.

Proposition : Supposons que Paction différentiable soit libre et pro-
pre. Il existe sur I’espace quotient V/G une unique structure de variété
différentiable qui fasse de la proposition p : V' — V/G un difféomorphisme
local. .

- On Pappelle la variété quotient et on la note V/G.

Preuve : On sait déja que V/(G est séparée, évidemment union dénombrable
de compacts (comme V).

Tout point de V' posséde un voisinage U tels que gU N7 = ) pour
g # 1. Il en résulte que la projection p : U — p(U) est un homéomorphisme.
Donc d'une part V/G est une variété topologique et la famille
(p(U), pop~t) oli ¢ est une carte de V contenant U, un atlas différentiable
de V/G. O

V. ANNEAU DES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

Soit V' une variété différentiable. On note C*°{V; R) '’ensemble des
fonctions différentiables de V' dans R. L’addition et la multiplication
point par point en font un anneau commutatif unitaire.

V-1. Proposition. Il existe des fonctions différentiables non constantes.

Preuve : Soit v € V un point de V et (U, ) une carte de V' con-
tenant v.

Il existe (fonction bosse) une fonction différentiable  : B* — R
dont le support est contenu dans I'ouvert @(U) = O C R® et telle que



h((v)) = 1. On considére alors la fonction f : V — R définie par

{f(w) =hop(z) zeU
flz) =0 z¢U

(’est bien une fonction non constante de V dans R. {1
En fait on a beaucoup plus.

V-2. Théoréme. Existence de partitions de I'unité.

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert d'une variété différentiable V.
Pour chaque indice i € I il existe une fonction différentiable
fi € C*°(V,R) satisfaisant les conditions suivantes.

1)} f; = 0 et support f; C U;

2) La famille (Suppf;}ie; est localement finie ce qui signifie que tout
point de V' posséde un voisinage ne rencontrant quun nombre fini de
tels supports

3) ZiEI fi=1

Preuve : (Voir par exemple le cours de Laudenbach).



CHAPITRE V

FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES

I. ESPACE TANGENT

Soit M une variété différentiable de dimension n et U = (U;, ¢;)icr
un atlas de M. On note par ¢;; := p; o ¢; ' le diffSomorphisme entre
les ouverts o;(U; N U;) et ¢;(U; N U;) de R™.

Soit # € M un point de M et I, 'ensemble (non-vide) des indices
1 tels que z € U;. On définit la relation d’équivalence suivante sur
I’ensemble I, x R™:

(4,0) ~ (j,w) = w=dpij,, (V).
Exercice: vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.
Définition 1. L’espace quotient
I, xR"/ ~
s’appelle l’espace tangent a M en x. 1l est noté T, M.

Pour tout indice ¢ € I, on peut définir une bijection ¢; : R* — T, M
par

v = Y (v) == (i,v).

Du fait que (exercice)

est une application linéaire quels que soient ¢, j € I, 'espace T, M a
une structure naturelle d’espace vectoriel réel de dimension n.

Remarque 2. L’espace tangent dépend (en apparence) du choix de
I’atlas qui définit la structure différentiable de M. Il est néanmoins
facile & vérifier que si U’ = (U, ¢})jes est un atlas équivalent a U, alors
les espaces tangents construits a ’aide de U et U’ sont canoniquement
isomorphes en tant qu’espaces vectoriels.

L’union (disjointe)
TM = |_| T,M
zeM

de tous les espaces tangents s’appelle le fibré tangent.
1



Exemple: Si M = U est un ouvert de R", I'espace tangent a M en
chaque point x s’identifie canoniquement a R™, en utilisant ’atlas & un
seul élément donné par I'inclusion de M dans R". Le fibré tangent de
U s’identifie alors a U x R".

II. DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION

Rappel: Si f: U — Vet g:V — W sont des fonctions C° entre
des ouverts de R, R™ et RP respectivement, la regle de dérivation des
fonctions composées

d(gio f) (z) = i d9; O fr (2)

= —== Viclp j€El,m, v €U
Oz, — Oy v )8xj ! bJ e
s’écrit de maniere condensée
(2) d(go f)e = dgs) © dfs, Vel

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions m et n
avec des atlas U = (Ui, ¢;)icr et U' = (U, ¢})jes et soit f: M — N
une fonction C*°. On rappelle que cela signifie que pour tous = € M,
Ui contenant x et U; contenant f(x), la fonction ¢} o f o ©; ! est une
fonction C* entre des ouverts de R™ et R™.

Proposition-Définition. La différentielle de f est I'application
df : TM — TN définie par
(3) df (X) = q/;; o d(gp} ofo gp{l)w(m) o w;l(X)
pour tous x € M, X € T, M, U; contenant x et U; contenant f(z). En
particulier, si f est une fonction a valeurs réelles, on a

(4) df(X) = d(f o ¢; i) 0 ¥; 1 (X).

Preuve. Les relations (1) et (2) montrent que la définition de df (X)
ne dépend pas des choix de U; et Uj.

On remarque que df est une application linéaire entre T, M et Ty, N
quel que soit x € M. Un calcul simple montre que la relation (2)
continue a étre vérifiée: si M, N, P sont des variétés différentiables et
f:M — Netg: N — P sont des fonctions différentiables, alors

(5) d(go f)e = dgs) © dfs, Vaoel.



III. CHAMPS DE VECTEURS

Un champ de vecteurs sur un ouvert U de R™ n’est rien d’autre qu'une
fonction C*°, notée X, définie sur U a valeurs dans R”. L’image d'un
point x € U par X est un vecteur de R™ vu comme élément de 1’espace
tangent T, U. Cette notion se généralise aisément aux variétés:

Définition 3. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M
est une application X : M — T'M satisfaisant les propriétés suivantes:

(i) X(z) € T, M quel que soit z € M.

(ii) X est différentiable, dans le sens suivant: pour chaque carte
(U;, i), Iapplication de ¢;(U;) dans R™ définie par
yr 7o X ogr ()
est C'°. Autrement dit, I’expression de X dans chaque carte doit étre
c.

Remarque. Sur l'intersection de deux cartes, U; N U;, on a d’apres
ce qui précede

Ui to X ogH(y) = dpy, o o Xogitopy(y), Yy e w(UiNTj),

donc la définition de la différentiabilité des champs de vecteurs ne
dépend pas du choix de la carte.

IV. FORMES DIFFERENTIELLES

Soit M une variété différentiable de dimension n. Pour chaque z €
M on définit A¥(M) := A¥(T,M*). Un élément de A*(M) est donc
une application k-linéaire alternée sur 1,M a valeurs dans R. L’union
disjointe

AR(M) = || AS(M)
xeM
s’appelle le fibré extérieur de degré k.

Définition 4. Une k-forme différentielle sur une variété différentiable
M est une application w : M — AF(M) satisfaisant les propriétés
suivantes:

(i) w(x) € A¥(M) quel que soit x € M.

(ii) X est différentiable, dans le sens suivant: la fonction z
w(x)(Xi(z),. .., Xk(x)) est C* quels que soient les champs de vecteurs
(C*®) Xq,..., X sur M.

Le R-espace vectoriel des k-formes différentielles est noté par QF(M).



Si U est un ouvert de M, la restriction a U définit une application
linéaire QF(M) — QF(U).

Exemple fondamental. Si f : M — R est une fonction C*° sa
différentielle df : TM — TR définit une 1-forme différentielle. En
effet, d’apres (4), si X est un champ de vecteurs C*° sur M, la fonction
x +— df,(X(x)) s’écrit dans une carte (U, ¢)

(6) dfs(X(2)) = d(f 0 0™ )p(w) 0¥ (X(2)) = F(p(2))
ol on a noté par F' la fonction sur I'ouvert ¢(U) de R™

F(y)=d(foe™ ), o™ (X(¢ ' (y)
qui est C'*° d’apres la définition 3.

En particulier, si on note par z; : U — R, i = 1,n les composantes
de la carte ¢, on obtient des 1-formes dz; € Q' (U).

Proposition 5. Les 1-formes dx;, i = 1,n forment une base de A*(U)
en chaque point.

Preuve. Soit v € U et ¢ : R" — T,,M l'isomorphisme définit par la
carte . Comme x; 0 ¢! est la i-éme coordonnée sur R, la relation
(4) montre que dx;(x)(v(e;)) = d;;, ou {e;} est la base canonique de
R™.

D’apres le Corollaire I1-4 du premier chapitre, les k-formes

d.T“/\/\dﬂflk, 1<ii<i<... <y, <n

forment un base de A¥(U) en chaque point. On constate qu’on peut
travailler (localement) avec les formes différentielles sur les variétés
comme sur les ouverts de R".

Définition 6. Soient M et N deux variétés différentiables et soit f :
M — N une fonction C*. Si w € QF(N) est une k-forme différentielle
sur N, on définit son image réciproque f*w € QF(M) par

(Fw)(Xar . Xe) = wyny(df(X0), - dfa(X),
quel que soit x € M et les vecteurs tangents X; € T, M.

La vérification du fait que f*w est C'*° est facile et laissée au lecteur.
Comme pour le cas des formes sur les ouverts de R", il est clair que f* :

Q(N) — Q*(M) est R-linéaire et satisfait f*(a A ) = (f*a) A (f*P)
quelles que soient «, 5 € Q*(IN). De plus, I'image réciproque satisfait
(7) (fog)=g'of

grace a la relation (5).



V. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE

Théoréme 7. Soit M une variété différentiable. Il existe une unique
application R-linéaire d : Q*(M) — Q*(M) satisfaisant les conditions
suivantes:

(i) d(@P(M)) C QP*1(M) ¥p > 0.

(11) d : Q°(M) — QY(M) est la différentielle des fonctions qui a été
définie dans (4).

(iii) d(a A B) = (da) A B+ (=1)Pa A (dB),  Ya € QP(M), B €
Q*(M).

(iv) dod = 0.

(v) Si f: M — N est une application différentiable, alors d o f* =
frod.

Preuve. L’unicité résulte immédiatement de la condition (v). En
effet, en considérant les inclusions des cartes U; — M, on voit que d
sur M est déterminé par d sur les U;, qui a son tour est déterminé par
d sur les ouverts ¢;(U;) de R™.

Pour montrer 'existence, on remarque que la donnée d’une forme
différentielle sur M est équivalente a la donnée de formes différentielles
w; sur les cartes U; qui coincident sur les intersections: Wz‘|UmUj =
wjlu,ru,- Soit alors w € QP(M). On définit la (p + 1)-forme o; sur U;

par
o1 = Al w)),

ou l'opérateur d dans le membre droit est la différentielle extérieure

habituelle sur les ouverts de R™. Si pj; 1= (pio%.’l est le difféomorphisme

entre les ouverts ¢;(U; N U;) et ¢;(U; N Uj) de R™, la relation de fonc-

torialité (7) nous permet d’écrire

vinu, = @5 (d((@; ) w)) = @i (e5d((e; ) w))
= ©id(g5; (0 ) w)) = i(d((9; 1) w))

= Uj|UmUj,

0;

donc la collection (o;) définit bien une p + 1-forme sur M, qu'on ap-
pelle dw. La vérification des propriétés (i)—(v) résulte directement des
propriétés analogues de d sur les ouverts de R".



CHAPITRE VI

COHOMOLOGIE DE DE RHAM SUR LES VARIETES

La théorie de la cohomologie de De Rham sur les ouverts de R”
se transpose sans difficulté sur les variétés. Plus précisément, les dé-
finitions et résultats du chapitre III restent vrais en remplacant les
ouverts de R™ dans chaque enoncé par des variétés de dimension n,
sauf pour les suites exactes de Mayer-Vietoris en cohomologie simple
et a support compact (Proposition I1-3 et son corollaire, Théoreme I11-
2 et Corollaire III-2), ou au lieu de "U et V' ouverts de R" il faut lire
"U et V ouverts d'une variété de dimension n”.



CHAPITRE VII

THEOREMES CLASSIQUES

1. INEXISTENCE DE CHAMPS DE VECTEURS JAMAIS NUL SUR LES
SPHERES DE DIMENSION PAIRE

I-1. Lemme. Soit S™ la sphére de dimension n n > 1 et soit
I . 8™ — 8" I'application antipodale définie par I{M) = —-M € 5™
L’application induite I* : H*(S") — H"(S™) est la multiplication
par (—1)**L.
I-2. Sous-Lemme I-2. Soit J : S™ — 5" la symétrie hyperplane
définie par -
J(wla T ‘-‘13n+1) = —=Z1, " Ta, Tt
L’application induite J* : H*(S™) — H™(S™) est la multiplication
par —1.

Preuve du sous-lemme :

Puisque le difféomorphisme J respecte le recouvrement de la spheére
S™ par U* et U~ (voir chapitre VI).

On a le diagramme commutatif ci-dessous :

Hn—l(s!n——l) = Hn—l(U+ N U—) i . Hn(sn)
l(J’/sn-—l)t l‘]* lj*
Hn—l(sn—l) (; Hn—l(U+ sl U-—) _3> H’n(gn)

ol & est un isomorphisme dés que n > 2. On obtient donc en itérant
par rapport 4 n le diagramme commutatif ci-dessous :

H'(S7) 292 H~(s™)
J'(J/SI)* J'J:

HY(SY R EM(S)
1



oit J/ S est 'application (z1,z1) — (—21, %2)-
On constate que

sy

Preuve du Lemme 1.1
Notons J; : ™ —+ S$™ € {1,2,n + 1} la symétrie hyperplan définie
par

O

.’L'ld.’L'g — .’L'zde'l .’Eldﬂfg — mzdlf]_
T} + 13 72 + i

J’i(‘rl:' ..$i1. ..$n+1) o (:L'.l. .. 7_"]:?:) . .$n+1)
Les (n + 1) symétries hyperplans J; sont toutes homotopes entre elles
(Pourquoi 7). On a donc d’une part J; = J;iVi,i et d’autre part

I =JioJyo-0dJdnp. On a donc bien que I* = (J*)"* est la
multiplication par (—1)"*+.

I-3. Théoréme. Tout champ de vecteurs différentiable sur la sphére
82" Frannule.

Preuve : Supposons le contraire. C’est & dire qu'il existe une appli-
cation différentiable f : $™ — R**! telle que le vecteur f(M) soit non
nul et orthogonal au vecteur 0M pour tout M de S™.

Notons ¢ : S® — R"*! I'application (différentiable) définie par
- g(M) = %ﬁ%ﬂ et considérons I'application ' de S™ x R — S™ définie
par

F(M,t) = sintg(M) + cos tOM
C’est une homotopie entre

F(—,0) = Idgnet F(—,1) = J

On a donc J* = I[d*. Mais Id* = Id et J* = (—1)”+1Id de H™(S™).
ID’on la contradiction. O

Pour les deux théorémes qui vont suivre, il convient d’éfendre aux
applications continues la définition de 'image réciproque d’une forme
différentielle.

Soient V' et W deux variétés différentiables.

Lemme : Soit f : V — W une application continue

1) il existe une application différentiable g continuement homotope
af.

2) Si g; et go sont deux applications différentiables, continuement
homotopes, elles le sont différentiablement.

Pour f continue de V dans W, le lemme précédent permet de définir
I'homomorphisme f* : H*(W) — H*(V) en posant (par définition)



3

f* = g* ol g est n’importe quelle application différentiable, continue-
ment homotope a l'application f.

II. THEOREME DIT “D’INVARIANCE DU DOMAINE”

Nous avons vu au chapitre IV que si un ouvert de R" est difféomorphe
4 un ouvert de R? alors n = p. Qu’en est-il si on remplace difféomorphisme
par homéomorphisqme ? Les variétés topologiques ont-elles une dimen-
sion 7

II-1. Théoréme. Soit f : U C R* — V C R’ un homéomorphisme.
Alors n = p.
Avant de donner la preuve démontrons un cas particulier

I1-2. Lemme. R* et R? ne sont pas homéomorphes pour n # p.

Preuve du lemme : Soit b : R* — R? un homéomorphisme et z € R*
un point de R®. Considérons '’homéomorphisme

hiR - {z} = R — {h(z)} .

. Cet homéomorphisme induit un isomorphisme linéaire h* entre les
groupes de cohomologie H*(R? - {h{z)}) et H*(R* — {z}) pour tout i.
Mais n — 1 = supi tels que H*(R* — {z}) = H(S™') soit non nul et
p—1=-sups tels que H{(R — {h(z)}) = H{(577!) soit non nul. O

Preuve du Théoréme :
Soit donc h : U C R* -~ V C R? un homéomorphisme.

- Considérons une boule ouverte B centrée en z et contenue dans U

- Considérons une boule ouverte B’ centrée en h(x) et contenue dans

h(B).

- Considérons une boule ouverte C centrée en z et contenue dans
h~1(B') d’ou le diagramme d’espaces :

U—{z} 2 V—{h=)}
U U
B—{z} =% h(B)-{h(z)}
1O N
C—{z} = B —{h(z)}
ol Ay, hy, hs désignent les restrictions de 'homéomorphisme A aux ou-
verts correspondants.



L'inclusion de C —{z} dans B—{z} est une équivalence d’homotopie,
tandis que hy est un homéomorphisme. D’oll en passant & la cohomolo-
gie, le diagramme ci-dessous :

R ~ H*\(B - {z}) —— H™}(h(B) — {h(z)})

‘s |

HY(C — {z}) «— BN (B — {h()}) = B Y(S* )

L’isomorphisme non nul * o k% qui est égal & A} o j* interdit la nullité
du groupe H* Y(B' — {h(x)}}. Onadoncn—1=p—1 0

III. THEOREME DU POINT FIXE DE BROUWER

II1-1- Théoréme. Notons D*t! le disque fermé D" = {z € R*™||z|| <
1}. Toute application continue f : D**' — D™ posséde un point fixe.

Preuve : par 'absurde

Soit donc f : D! — D™+ sans point fixe.

On note r : D" — §7 Papplication qui & tout point z de D**! asso-
cie I'intersection de la demie-droite f(z)z avec S®. C’est une applica-
tion continue (Pourquoi 7) qui rend le diagramme suivant commutatif.

. -
Sn/ Id \

g

ot i est l'inclusion de la sphére S™ dans le disque D™+,
Prolongeons v : D! —» §™ en R: R*"! — S” en posant :

R(X) =25 st 1X]21
R(X) =r(X) si |X||<1

On obtient le diagramme commutatif d’applications continues

Rn-{-l

SN

Sn — S'n

oll cette fois 7 est U'inclusion de 8" dans R**!



On passe a la cohomologie

H™(S") = H"(S")

Le groupe H™(R**!) est nul et H"(S") ne l'est pas pour n > 0.

Contradiction.

O



CHAPITRE VIII

ORIENTATION - INTEGRATION - FORMULE DE STOKES

I. ORIENTATION

Soit ¢ : U — V C R* un difféomorphisme d'un ouvert de R* sur un
autre. On appelle Jacobien de ¢ au point u € U, qu’on note J{p)(u),
le déterminant de I'application linéaire inversible Do(u).

I-1. Proposition. Soit V' une variété différentiable de dimension n.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

i) V posséde un atlas (U, @;)icr tel que toutes les applications
de changement de cartes sont & Jacobien positif. On dira que
I’atlas est orientable

i) Il existe sur V une n-forme différentielle w € ©2*(V) nulle en
aucun point.

Preuve : 4i) = 1) Soit donc w une n-forme différentielle sur V', jamais
nulle et soit (U;, v;):cr un atlas quelconque (mais ott les ouverts U; sont
supposés connexes) définissant V.

Considérons la forme (@] )*(w/U;). C’est une n-forme différentielle
sur un ouvert connexe de R®, qui ne s’annule pas sur cet ouvert. Elle
est donc multiple par une fonction jamais nulle (donc de signe constant)
de la forme dz; Adzo A--- Adxy,.

(@7 (w/Us) = fidzy A -+ Ady,

Posons alors ¢} == ; si f; est positive et ¢} = So; si f; est négative olt
S est, par exemple, la symétrie (z1,T2- - Tn) — (21,22 Zp). Les
(Ui, ¢.)ier forment bien un atlas équivalent & l'atlas initial (U, @;)ier
(puisque S est un difféomorphisme) et qui satisfait i).

En effet (¢} o (p:,,-_l)*d:cl A dzo A dx,, est un multiple positif de dz; A

dzo A~ - - dz, ce qui montre que le Jacobien J{¢]o cp;-_l) est bien positif
1
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en tout point.
Soit f; une partition de unité subordonnée au recouvrement U; de la
variété V et posons

w = th X (p:(d.’ﬂl Adzg.. .. N d.’L’n)
i€l
Soit v € V. Pour chaque indice i tel que v € U les différentes n-
formes alternées ¢} (dzi Adzz - - .Adzp)(v) de T,V sont toutes multiples
positives de I'une d’entre elles notée A. @} (dz1Adz1 ... dey,) = pir > 0.

Comme les fi(v) sont positifs ou nuls et que leur somme vaut 1, w(v)
est bien non nulle. O

[-2. Définition. Une variété V satisfaisant U'une ou Vautre des condi-
tions de la Proposition 1.1 est dite orientable.

1-3. Remarque importante. il résulte de la démonstration de la
proposition qu'une variété est orientable st et geulement si tout at-
las est “redressable” - ce qui signifie qu’en remplacant éventuellement
certaines cartes @; par S0 @i, le nouvel atlas est orientable.

I-4. Applications. Exercice. RP(2) n’est pas orientable.

1.5. Définition. Une variété différentiable orientée est une variété mu-
nie d’une classe d’équivalence d’atlas orienté, ou, ce qui revient au
méme, d’une n-forme différentielle jamais nulle définie 3 un facteur
multiplicatif positif prés, ou n = dimV.

11. INTEGRATION

Soit V' une variété différentiable orientée de dimension n gque nous
noterons [V] pour indiquer que V'orientation a été choisie et soit w €
Q?(V) une n-forme différentielle & support compacte. Nous allons
définic une forme linéaire I : Qp(V) = R appelée intégrale

wel w.
v]
Premier cas : Supposons que le support de la forme w est contenu
dans un ouvert de carte U, d'un aflas orienté (U, i)ier de V la forme
(oih)*w € 2 (i (Usp)) s7crit F(z, Tn)dEi AdTy - - AdTy OU f €St
une fonction & support compact contenu dans Pouvert vy, (Us,) de K.
On pose alors

f wzf wzf flx, - , T )dT1dTs - . . dTp
vl {Usg] Pig(U

ip)
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Si le support de la forme w est contenu dans un autre ouvert de carte
(Uq’,]_: (P""l) on a bien

/ (ng)*w - [ ({pi—ll)*w
(Pio(Uig) iy (Uil)

En effet I’atlas étant orienté le Jacobien J (i,  oip;,) est toujours positif.
L'égalité suit alors de la formule de changement de variables dans les
intégrales multiples que nous rappellons ci-dessous.

Soit b : @ — @' un difffomorphisme d'un ouvert de K" sur un autre
et soit f : ¢ — R une fonction & support compact.

On a
f(wli"' 1:En)dx1‘ f IJ Oh dil:l d.’L'nD
o’

Par ailleurs si w € QP(O') est la forme fdz; Adzy ... A dz,, la forme
h*(w) € Q7(O) est la forme J(h)f o hdzy A - - A dn. O

Cas général : Soit donc w € Q*(V). Soient (Ui, ¢;) un atlas orienté
de V et «;, une partition de 'unité subordonnée au recouvrement Vi.

On pose
W= / gl .

Cette définition est bien indépendante et de l'atlas orienté choisi dans
sa classe d’équivalence et de la partition de 'unité a;. En effet soient
(U, ¢y} un autre atlas équivalent et aa, une partition de 'unité sub-

ordonnee &4 ce nouveau recouvrement

On a
> aiw:z] azw_zf (P ebaw
: YVl : YU
:i,;fumu‘f a;aiw=---=;/ma;,wl:1

II-1. Remarque. La définition précédente de I'intégration (satisfaisante
d’un point de vue théorique) a l'air en revanche extrémement difficile
A manier en pratique.

En fait on a trds rarement besoin de “calculer” effectivement de telles
intégrales. Par ailleurs, on sait bien qu’en intégrant, on peut négliger les
ensembles de mesure nulle. Cette remarque facilite beaucoup les calculs
car trés fréquemment, une variété & laquelle on enléve certains fermes
de mesure nulle posséde alors un atlas trés simple (Voir Exercices).



IT1. FORMULE DE STOKES (VERSION FAIBLE)

I1I-1. Théoréme. Soit [V] une variété orientée de dimension n et soit
n € V).

Alors f[v] dn = 0.
Démonstration : Soit o; une partition de l'unité subordonnée au
recouvrement (U;) d’un atlas orienté de [V]. Ona n= >, oy et donc

dn = 5, d(eun).
Il suffit donc de montrer que f[v] d(c;n) = 0 pour tout 4.

Cette nullité est une conséquence immédiate du lemme suivant :

I[]-2. Lemme. Soit @ un ouvert de R™ et soit n € Q2~'(0). Alors
f[@] dn = 0.
Preuve : 7 s'écrit

w
nz1, -, Zn) =ng-(ml,---xn)dxl/\---/\d:ci/\---/\ds:n
i=1

ou les fonctions f; sont & support compact.
Par linéarité il suffit de montrer par exemple que

Ofn
0 aicn (21, Ta)dzs - diy = 0
mais of o
o E(‘T;l’ . .xn)dl:l . -d.’L‘n = - a—mndxl . ‘dﬂ:n

+ o0
= / (f Ot da:n) dry- -dr,_1 =
Rn—1 —0 amn

= f [fn(:[;la croip—1, +OO) - fn(xly e Tp-1, '"OO)]d-Tl s 'dxn—-l =0
Rr-1
(car f, est a support compact). O

I11-3. Conséquence. Le théoréme précédent signifie exactement que
la forme linéaire intégration I : Q7(V) — R est nulle sur le sous-espace

d(Qz= (V).
Cette forme linéaire “passe donc au quotient” et fournit une forme
linéaire (encore notée I, et encore appelée intégration).
I:H}V)—=R
Nous verrons au prochain chapitre que cette forme linéaire est “presque
toujours” un isomorphisme.



CHAPITRE IX

DUALITE DE POINCARE

I. QUELQUES RESULTATS D’ALGEBRE HOMOLOGIQUE

Lemme 1. (Lemme des 5) Considérons un diagramme commutatif d’applica-
tions lincaires entre espaces vectoriels

E, fi By f2 E, f3 E, fa jol

b B e ek

Fl g1 F2 92 F3 g3 F4 94 F5

tel que:

e Les suites horizontales sont exactes.
e Les applications hy, ho, hy et hs sont des isomorphismes.

Alors hs est un isomorphisme.

Preuve. Les hypotheses nous permettent d’écrire les implications suiv-
antes:

hs(z) =0 = 93(h3( )) = 0= hi(f3(z)) = 0= f3(x) =0
— ($) = ga(ha(2)) = 0= Ty, 1(¢) = ha(a')
= hz(fl( YY) = (b (W) = g1(y') = ha(a')
— o' = fi(h'(Y) = = = fo(i(h'(Y)) =0,

ce qui prouve l'injectivité de hs. Pour vérifier la surjectivité, soit y € F3. 1l
existe © € Ey tel que hy(z) = g3(y). On a donc

hs(fa(x)) = ga(ha(x)) = ga(gs(y)) = 0,
d’ou
fa(x) =0 = I/, f3(2") = v = ga(h3(2')) = hu(f3(2')) = hu(x) = g3(v)
= g3(y — ha(2")) = 0= Ty, y — h3(2’) = g2(y')
— Yy =hs(2) + g2(v) = hs(2') + hs(f2(hy ' (),
donc hg est surjective.

O

La preuve du résultat suivant est facile et laissée comme exercice au lecteur.
1
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Lemme 2. Soit G un K-espace vectoriel et

£y Ey e E,

et
F F, o F,

des suites exactes de K-espaces vectoriels.  Alors les suites suivantes sont
exactes:

E—E | — ... — E}
El@F1—>EQEBFQ—>—>En@Fn
EL9G— E2G—— ... — E, ®G

Lemme 3. 5i

ELFLG

est une suite exacte de K-espaces vectoriels et E et G sont de dimension finie,
alors G est de dimension finie.

Preuve. On a im(g) ~ F/ker(g) = F/im(f) et d’autre part im(g) C G,
ainsi que im(f) ~ E/ker(f) sont de dimension finie.

O

II. VARIETES DE TYPE FINI

Définition 4. On dit qu'une variété différentiable M de dimension n est de
type fini s'il existe un recouvrement (appelé admissible) de M par un nombre
fini d’ouverts Uy,..., U, avec la propriété que toutes les intersections non-
vides de la forme U;, N...NU;, sont difféomorphes a R". Le cardinal minimal
d’un recouvrement ouvert admissible s’appelle le type minimal de M.

Exemples. 1. La sphere S™ est de type fini. On peut prendre le recouvre-
ment ouvert défini par

Ur ={x eS8, +z; >0}, 1<1<n+1
(vérifier que c’est un recouvrement admissible).
2. Plus généralement, toute variété compacte est de type fini. On con-

struit un recouvrement admissible a ’aide d’une métrique riemannienne et de
voisinages géodésiquement convexes.

3. R\ Z et R?\ Z ne sont pas de type fini (voir la proposition 6 ci-dessous).

Le résultat qui suit, couplé avec la suite exacte de Mayer-Vietoris et le
Lemme des 5, est la clé pour la plupart des théoremes concernant la coho-
mologie des variétés de type fini:
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Lemme 5. Soit M une variété différentiable de dimension n de type fini. Si
M n’est pas difféeomorphe a R™, il existe un recouvrement a deux ouverts U et
V de M tel que a la fois U, V et UNYV, soient de type minimal strictement
inférieur a celui de M.

Preuve. Soit £ > 2 le type minimal de M et Uy, ..., U, un recouvrement
ouvert admissible. On définit U = U; et V = Uy U... U Uy. 1l est clair que U
est difféomorphe a R™ (donc de type minimal égal & 1) et V et UNV ont des
recouvrements admissibles de cardinal k — 1.

O
Proposition 6. La cohomologie d’une variété de type fini est de dimension

finie.

Preuve. Par récurrence sur le type minimal de la variété. L’initialisation
étant évidente, supposons que le résultat est vrai pour les variétés de type
minimal inférieur ou égal a k —1 et soit M une variété de type minimal k. On
utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris au recouvrement ouvert donné par le
lemme 5:

HYUNV)—— H?(M) — HP(U) @ H?(V)

pour conclure que H?(M) est de dimension finie pour tout p, grace au lemme

3.
U

III. DUALITE DE POINCARE ET FORMULE DE KUNNETH

Théoréme 7. (Dualité de Poincaré) Soit M une variété orientée de type fini
de dimension n. L’application linéaire ¢ : QP (M) — (QP~P(M))* définie par

gp(w)(T):/ w AT, Yw e QP(M), 7€ QI P(M)
M
induit un isomorphisme ¢ : HP(M) — (H2P(M))*.

Preuve. Il faut tout d’abord vérifier que 'application bilinéaire

(i) = [ war

ne dépend pas du choix de w € ZP(M), 7 € ZIP(M). (exercice)



Pour montrer que 'application induite ¢ : HP(M) — (H? P(M))* est un
isomorphisme, on procede par récurrence sur le type minimal de M. L’initi-
alisation revient au fait (bien connu maintenant) que

[w] € H(R™) r—>/Mw €R

est un isomorphisme. On suppose que le résultat est vrai pour les variétés de
type minimal inférieur ou égal a k — 1 et soit M une variété de type minimal
k. On écrit une partie de la suite exacte de Mayer-Vietoris correspondant au
recouvrement ouvert donné par le lemme 5:

oY (U) & HP~Y(V) — HP~ YU N V) — HP(M)

— HP(M) —— H?(U) @ H?(V) — HP?(UNYV)

ainsi que une partie du dual de la suite exacte de Mayer-Vietoris en coho-
mologie & support compact (lemme 2) correspondant au méme recouvrement:

(He=r W (U) @ Hr PHH(V)) —— (HE PP (U N V)" —— (HE7P (M)

— (HI™P (M) —— (HZ™(U) © H7P (V)" —— (HZ 77U N V).

On peut mettre ces deux suites exactes dans un méme diagramme (les appli-

cations ¢ sont définies en prenant sur U, V et U NV T'orientation induite par
celle de M)

H-YU) & HY(V) ——— HP" YU NV) —— HP(M)

I I \

(Hr P (U) & Hr P (V)" —— (H PP (U N V) —— (HE 7P (M)

c

—— HY(M) ——— H?(U)® H?(V) ——— H?(UNV)
— (HZ™P(M))" —— (HZ™(U) @ HZ 7P (V)" —— (HZ 7P (U N V)"

On vérifie que ce diagramme est commutatif (exercice) et on conclut par le
Lemme des 5.

4

Par une méthode similaire on démontre le

Théoreme 8. (Formule de Kiinneth) Soient M et N des variétés différenti-
ables, et supposons que N est de type fini. On appelle py et py les projections
canoniques de M x N sur M et N respectivement et on définit les applications
linéaires

H*(M)® HY(N) — H*"(M x N)



par [w] @ [7] — [w A T|. Alors Uapplication induite

@ H*(M)® H'(N) — H?(M x N)

k+1=p

est un isomorphisme pour chaque p.

Preuve. On procede par récurrence sur le type minimal de N. §Si le
type minimal de N est 1, le résultat est équivalent au Lemme de Poincaré.
Supposons qu’il soit vrai pour toutes les variétés N de type minimal inférieur
ou égal a k — 1 et soit IV une variété de type minimal k. On écrit une partie
de la suite exacte de Mayer-Vietoris correspondant a un recouvrement ouvert
de N donné par le lemme 5:

H-YU)e H-Y(V) — H-Y({UNV) — HY(N)

—  HY(N) — H'(U)® H(V) — H(U N V),

puis on tensorise cette suite exacte avec H*(M) et on prend la somme directe
des suites obtenues pour k + [ = p. Le résultat est une suite exacte (grace au
lemme 2). De plus, il existe des applications linéaires de chaque espace de cette
suite exacte vers I’espace correspondant dans la suite exacte de Mayer-Vietoris
associée au recouvrement ouvert (M xU)U(M x V') de M x N, et le diagramme
ainsi obtenu est commutatif grace aux propriétés des applications d’image
réciproque. L’hypothese de récurrence nous dit que les deux applications de
gauche et les deux applications de droite sont des isomorphismes, donc le
Lemme des 5 permet de conclure.

O

IV. APPLICATIONS

Si M est une variété compacte orientée de dimension 4k, la forme d’inter-
section de M est la forme bilinéaire symétrique sur H?*(M) définie par

([w], [7]) r—)/Mw/\TE]R.

D’apres la dualité de Poincaré, cette forme est non-dégénérée, et sa signature
en tant que forme bilinéaire symétrique (c’est a dire la différence entre la
dimension d’un sous-espace vectoriel maximal ou la forme est définie positive
et la dimension d'un sous-espace vectoriel maximal ou la forme est définie
négative) s’appelle la signature de M. La signature est un invariant important
de la classe de difféomorphisme des variétés compactes orientées, dont les
propriétés (multiplicativité, invariance par cobordisme,...) seront étudiées
dans la deuxieme partie de ce cours (MAT563).



Avant la signature, les invariants les plus simples de la classe de difféo-
morphisme des variétés différentiables sont les nombres de Betti, définis par

b;(M) := dim(H"(M)).

La dualité de Poincaré nous permet aussi d’obtenir des relations entre les
nombres de Betti:

Théoréme 9. Soit M une variété différentiable compacte et orientée de di-
mension n.

1. bi(M) = b,_i(M) quel que soit i.

2. Sin =4k + 2 alors by, 1 est pair.

Preuve. Le premier point est conséquence immédiate de l'isomorphisme
entre H'(M) et le dual de H* (M) = H"*(M).

2. D’apres la dualité de Poincaré, ’application

(], [7]) r—>/Mw/\TER.

est forme bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée sur H2**1(M). Une telle
forme ne peut exister que sur un espace de dimension paire (exercice).

O
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