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CHAPITRE V

Formes différentielles sur les variétés

I. Espace tangent

Soit M une variété différentiable de dimension n et U = (Ui, ϕi)i∈I
un atlas de M . On note par ϕij := ϕj ◦ ϕ−1i le difféomorphisme entre
les ouverts ϕi(Ui ∩ Uj) et ϕj(Ui ∩ Uj) de Rn.

Soit x ∈ M un point de M et Ix l’ensemble (non-vide) des indices
i tels que x ∈ Ui. On définit la relation d’équivalence suivante sur
l’ensemble Ix × Rn:

(i, v) ∼ (j, w) ⇐⇒ w = dϕijϕi(x)
(v).

Exercice: vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.

Définition 1. L’espace quotient

Ix × Rn/ ∼
s’appelle l’espace tangent à M en x. Il est noté TxM .

Pour tout indice i ∈ Ix on peut définir une bijection ψi : Rn → TxM
par

v 7→ ψi(v) := (i, v).

Du fait que (exercice)

(1) ψ−1i ◦ ψj = dϕijϕi(x)

est une application linéaire quels que soient i, j ∈ Ix, l’espace TxM a
une structure naturelle d’espace vectoriel réel de dimension n.

Remarque 2. L’espace tangent dépend (en apparence) du choix de
l’atlas qui définit la structure différentiable de M . Il est néanmoins
facile à vérifier que si U ′ = (U ′j, ϕ

′
j)j∈J est un atlas équivalent à U , alors

les espaces tangents construits à l’aide de U et U ′ sont canoniquement
isomorphes en tant qu’espaces vectoriels.

L’union (disjointe)

TM :=
⊔
x∈M

TxM

de tous les espaces tangents s’appelle le fibré tangent.
1
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Exemple: Si M = U est un ouvert de Rn, l’espace tangent à M en
chaque point x s’identifie canoniquement à Rn, en utilisant l’atlas à un
seul élément donné par l’inclusion de M dans Rn. Le fibré tangent de
U s’identifie alors à U × Rn.

II. Différentielle d’une fonction

Rappel: Si f : U → V et g : V → W sont des fonctions C∞ entre
des ouverts de Rm, Rn et Rp respectivement, la règle de dérivation des
fonctions composées

∂(gi ◦ f)

∂xj
(x) =

n∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(x))
∂fk
∂xj

(x), ∀i ∈ 1, p, j ∈ 1,m, x ∈ U

s’écrit de manière condensée

(2) d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfx, ∀ x ∈ U.

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions m et n
avec des atlas U = (Ui, ϕi)i∈I et U ′ = (U ′j, ϕ

′
j)j∈J et soit f : M → N

une fonction C∞. On rappelle que cela signifie que pour tous x ∈ M ,
Ui contenant x et U ′j contenant f(x), la fonction ϕ′j ◦ f ◦ ϕ−1i est une
fonction C∞ entre des ouverts de Rm et Rn.

Proposition-Définition. La différentielle de f est l’application
df : TM → TN définie par

(3) df(X) = ψ′j ◦ d(ϕ′j ◦ f ◦ ϕ−1i )ϕi(x) ◦ ψ−1i (X)

pour tous x ∈M , X ∈ TxM , Ui contenant x et U ′j contenant f(x). En
particulier, si f est une fonction à valeurs réelles, on a

(4) df(X) = d(f ◦ ϕ−1i )ϕi(x) ◦ ψ−1i (X).

Preuve. Les relations (1) et (2) montrent que la définition de df(X)
ne dépend pas des choix de Ui et U ′j.

On remarque que df est une application linéaire entre TxM et Tf(x)N
quel que soit x ∈ M . Un calcul simple montre que la relation (2)
continue à être vérifiée: si M,N,P sont des variétés différentiables et
f : M → N et g : N → P sont des fonctions différentiables, alors

(5) d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfx, ∀ x ∈M.
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III. Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs sur un ouvert U de Rn n’est rien d’autre qu’une
fonction C∞, notée X, définie sur U à valeurs dans Rn. L’image d’un
point x ∈ U par X est un vecteur de Rn vu comme élément de l’espace
tangent TxU . Cette notion se généralise aisément aux variétés:

Définition 3. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M
est une application X : M → TM satisfaisant les propriétés suivantes:

(i) X(x) ∈ TxM quel que soit x ∈M .

(ii) X est différentiable, dans le sens suivant: pour chaque carte
(Ui, ϕi), l’application de ϕi(Ui) dans Rn définie par

y 7→ ψ−1i ◦X ◦ φ−1i (x)

est C∞. Autrement dit, l’expression de X dans chaque carte doit être
C∞.

Remarque. Sur l’intersection de deux cartes, Ui ∩ Uj, on a d’après
ce qui précède

ψ−1i ◦X ◦φ−1i (y) = dϕijy ◦ψ
−1
j ◦X ◦φ−1j ◦ϕij(y), ∀y ∈ ϕi(Ui ∩Uj),

donc la définition de la différentiabilité des champs de vecteurs ne
dépend pas du choix de la carte.

IV. Formes différentielles

Soit M une variété différentiable de dimension n. Pour chaque x ∈
M on définit Λk

x(M) := Λk(TxM
∗). Un élément de Λk

x(M) est donc
une application k-linéaire alternée sur TxM à valeurs dans R. L’union
disjointe

Λk(M) :=
⊔
x∈M

Λk
x(M)

s’appelle le fibré extérieur de degré k.

Définition 4. Une k-forme différentielle sur une variété différentiable
M est une application ω : M → Λk(M) satisfaisant les propriétés
suivantes:

(i) ω(x) ∈ Λk
x(M) quel que soit x ∈M .

(ii) X est différentiable, dans le sens suivant: la fonction x 7→
ω(x)(X1(x), . . . , Xk(x)) est C∞ quels que soient les champs de vecteurs
(C∞) X1, . . . , Xk sur M .

Le R-espace vectoriel des k-formes différentielles est noté par Ωk(M).
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Si U est un ouvert de M , la restriction à U définit une application
linéaire Ωk(M)→ Ωk(U).

Exemple fondamental. Si f : M → R est une fonction C∞, sa
différentielle df : TM → TR définit une 1-forme différentielle. En
effet, d’après (4), si X est un champ de vecteurs C∞ sur M , la fonction
x 7→ dfx(X(x)) s’écrit dans une carte (U,ϕ)

(6) dfx(X(x)) = d(f ◦ ϕ−1)ϕ(x) ◦ ψ−1(X(x)) = F (ϕ(x))

où on a noté par F la fonction sur l’ouvert ϕ(U) de Rn

F (y) = d(f ◦ ϕ−1)y ◦ ψ−1(X(ϕ−1(y)))

qui est C∞ d’après la définition 3.

En particulier, si on note par xi : U → R, i = 1, n les composantes
de la carte ϕ, on obtient des 1-formes dxi ∈ Ω1(U).

Proposition 5. Les 1-formes dxi, i = 1, n forment une base de Λ1(U)
en chaque point.

Preuve. Soit x ∈ U et ψ : Rn → TxM l’isomorphisme définit par la
carte ϕ. Comme xi ◦ ϕ−1 est la i-ème coordonnée sur Rn, la relation
(4) montre que dxi(x)(ψ(ej)) = δij, où {ej} est la base canonique de
Rn.

D’après le Corollaire II-4 du premier chapitre, les k-formes

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n

forment un base de Λk(U) en chaque point. On constate qu’on peut
travailler (localement) avec les formes différentielles sur les variétés
comme sur les ouverts de Rn.

Définition 6. Soient M et N deux variétés différentiables et soit f :
M → N une fonction C∞. Si ω ∈ Ωk(N) est une k-forme différentielle
sur N , on définit son image réciproque f ∗ω ∈ Ωk(M) par

(f ∗ω)x(X1, . . . , Xk) = ωf(x)(dfx(X1), . . . , dfx(Xk)),

quel que soit x ∈M et les vecteurs tangents Xi ∈ TxM .

La vérification du fait que f ∗ω est C∞ est facile et laissée au lecteur.
Comme pour le cas des formes sur les ouverts de Rn, il est clair que f ∗ :
Ω∗(N) → Ω∗(M) est R-linéaire et satisfait f ∗(α ∧ β) = (f ∗α) ∧ (f ∗β)
quelles que soient α, β ∈ Ω∗(N). De plus, l’image réciproque satisfait

(7) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗

grâce à la relation (5).



5

V. Différentielle extérieure

Théorème 7. Soit M une variété différentiable. Il existe une unique
application R-linéaire d : Ω∗(M) → Ω∗(M) satisfaisant les conditions
suivantes:

(i) d(Ωp(M)) ⊂ Ωp+1(M) ∀p ≥ 0.

(ii) d : Ω0(M) → Ω1(M) est la différentielle des fonctions qui a été
définie dans (4).

(iii) d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)pα ∧ (dβ), ∀α ∈ Ωp(M), β ∈
Ω∗(M).

(iv) d ◦ d = 0.

(v) Si f : M → N est une application différentiable, alors d ◦ f ∗ =
f ∗ ◦ d.

Preuve. L’unicité résulte immédiatement de la condition (v). En
effet, en considérant les inclusions des cartes Ui → M , on voit que d
sur M est déterminé par d sur les Ui, qui à son tour est déterminé par
d sur les ouverts ϕi(Ui) de Rn.

Pour montrer l’existence, on remarque que la donnée d’une forme
différentielle sur M est équivalente à la donnée de formes différentielles
ωi sur les cartes Ui qui coincident sur les intersections: ωi|Ui∩Uj

=
ωj|Ui∩Uj

. Soit alors ω ∈ Ωp(M). On définit la (p + 1)-forme σi sur Ui

par
σi := ϕ∗i (d((ϕ−1i )∗ω)),

où l’opérateur d dans le membre droit est la différentielle extérieure
habituelle sur les ouverts de Rn. Si ϕji := ϕi◦ϕ−1j est le difféomorphisme
entre les ouverts ϕj(Ui ∩ Uj) et ϕi(Ui ∩ Uj) de Rn, la relation de fonc-
torialité (7) nous permet d’écrire

σi|Ui∩Uj
= ϕ∗i (d((ϕ−1i )∗ω)) = ϕ∗j(ϕ

∗
ijd((ϕ−1i )∗ω))

= ϕ∗j(d(ϕ∗ij(ϕ
−1
i )∗ω)) = ϕ∗j(d((ϕ−1j )∗ω))

= σj|Ui∩Uj
,

donc la collection (σi) définit bien une p + 1-forme sur M , qu’on ap-
pelle dω. La vérification des propriétés (i)–(v) résulte directement des
propriétés analogues de d sur les ouverts de Rn.
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CHAPITRE VI

Cohomologie de De Rham sur les variétés

La théorie de la cohomologie de De Rham sur les ouverts de Rn

se transpose sans difficulté sur les variétés. Plus précisément, les dé-
finitions et résultats du chapitre III restent vrais en remplacant les
ouverts de Rn dans chaque enoncé par des variétés de dimension n,
sauf pour les suites exactes de Mayer-Vietoris en cohomologie simple
et à support compact (Proposition II-3 et son corollaire, Théorème III-
2 et Corollaire III-2), ou au lieu de ”U et V ouverts de Rn il faut lire
”U et V ouverts d’une variété de dimension n”.





















CHAPITRE IX

Dualité de Poincaré

I. Quelques résultats d’algèbre homologique

Lemme 1. (Lemme des 5) Considérons un diagramme commutatif d’applica-
tions linéaires entre espaces vectoriels

E1

h1

��

f1
// E2

h2

��

f2
// E3

h3

��

f3
// E4

h4

��

f4
// E5

h5

��

F1
g1
// F2

g2
// F3

g3
// F4

g4
// F5

tel que:

• Les suites horizontales sont exactes.
• Les applications h1, h2, h4 et h5 sont des isomorphismes.

Alors h3 est un isomorphisme.

Preuve. Les hypothèses nous permettent d’écrire les implications suiv-
antes:

h3(x) = 0 =⇒ g3(h3(x)) = 0 =⇒ h4(f3(x)) = 0 =⇒ f3(x) = 0

=⇒ ∃x′, f2(x′) = x =⇒ g2(h2(x
′)) = 0 =⇒ ∃y′, g1(y′) = h2(x

′)

=⇒ h2(f1(h
−1
1 (y′))) = g1(h1(h

−1
1 (y′))) = g1(y

′) = h2(x
′)

=⇒ x′ = f1(h
−1
1 (y′)) =⇒ x = f2(f1(h

−1
1 (y′))) = 0,

ce qui prouve l’injectivité de h3. Pour vérifier la surjectivité, soit y ∈ F3. Il
existe x ∈ E4 tel que h4(x) = g3(y). On a donc

h5(f4(x)) = g4(h4(x)) = g4(g3(y)) = 0,

d’où

f4(x) = 0 =⇒ ∃x′, f3(x′) = x =⇒ g3(h3(x
′)) = h4(f3(x

′)) = h4(x) = g3(y)

=⇒ g3(y − h3(x′)) = 0 =⇒ ∃y′, y − h3(x′) = g2(y
′)

=⇒ y = h3(x
′) + g2(y

′) = h3(x
′) + h3(f2(h

−1
2 (y′))),

donc h3 est surjective.

�

La preuve du résultat suivant est facile et laissée comme exercice au lecteur.
1



2

Lemme 2. Soit G un K-espace vectoriel et

E1
// E2

// . . . // En

et
F1

// F2
// . . . // Fn

des suites exactes de K-espaces vectoriels. Alors les suites suivantes sont
exactes:

E∗n // E∗n−1 // . . . // E∗1

E1 ⊕ F1
// E2 ⊕ F2

// . . . // En ⊕ Fn

E1 ⊗G // E2 ⊗G // . . . // En ⊗G

Lemme 3. Si

E
f
// F

g
// G

est une suite exacte de K-espaces vectoriels et E et G sont de dimension finie,
alors G est de dimension finie.

Preuve. On a im(g) ' F/ ker(g) = F/im(f) et d’autre part im(g) ⊂ G,
ainsi que im(f) ' E/ ker(f) sont de dimension finie.

�

II. Variétés de type fini

Définition 4. On dit qu’une variété différentiable M de dimension n est de
type fini s’il existe un recouvrement (appelé admissible) de M par un nombre
fini d’ouverts U1, . . . , Uk avec la propriété que toutes les intersections non-
vides de la forme Ui1 ∩ . . .∩Uil sont difféomorphes à Rn. Le cardinal minimal
d’un recouvrement ouvert admissible s’appelle le type minimal de M .

Exemples. 1. La sphère Sn est de type fini. On peut prendre le recouvre-
ment ouvert défini par

U±i = {x ∈ Sn , ±xi > 0}, 1 ≤ 1 ≤ n+ 1

(vérifier que c’est un recouvrement admissible).

2. Plus généralement, toute variété compacte est de type fini. On con-
struit un recouvrement admissible à l’aide d’une métrique riemannienne et de
voisinages géodésiquement convexes.

3. R\Z et R2 \Z ne sont pas de type fini (voir la proposition 6 ci-dessous).

Le résultat qui suit, couplé avec la suite exacte de Mayer-Vietoris et le
Lemme des 5, est la clé pour la plupart des théorèmes concernant la coho-
mologie des variétés de type fini:
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Lemme 5. Soit M une variété différentiable de dimension n de type fini. Si
M n’est pas difféomorphe à Rn, il existe un recouvrement à deux ouverts U et
V de M tel que à la fois U , V et U ∩ V , soient de type minimal strictement
inférieur à celui de M .

Preuve. Soit k ≥ 2 le type minimal de M et U1, . . . , Uk un recouvrement
ouvert admissible. On définit U = U1 et V = U2 ∪ . . .∪Uk. Il est clair que U
est difféomorphe à Rn (donc de type minimal égal à 1) et V et U ∩ V ont des
recouvrements admissibles de cardinal k − 1.

�

Proposition 6. La cohomologie d’une variété de type fini est de dimension
finie.

Preuve. Par récurrence sur le type minimal de la variété. L’initialisation
étant évidente, supposons que le résultat est vrai pour les variétés de type
minimal inférieur ou égal à k−1 et soit M une variété de type minimal k. On
utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris au recouvrement ouvert donné par le
lemme 5:

Hp−1(U ∩ V ) // Hp(M) // Hp(U)⊕Hp(V )

pour conclure que Hp(M) est de dimension finie pour tout p, grâce au lemme
3.

�

III. Dualité de Poincaré et Formule de Künneth

Théorème 7. (Dualité de Poincaré) Soit M une variété orientée de type fini
de dimension n. L’application linéaire ϕ : Ωp(M)→ (Ωn−p

c (M))∗ définie par

ϕ(ω)(τ) =

∫
M

ω ∧ τ, ∀ω ∈ Ωp(M), τ ∈ Ωn−p
c (M)

induit un isomorphisme ϕ : Hp(M)→ (Hn−p
c (M))∗.

Preuve. Il faut tout d’abord vérifier que l’application bilinéaire

([ω], [τ ]c) 7→
∫
M

ω ∧ τ

ne dépend pas du choix de ω ∈ Zp(M), τ ∈ Zn−p
c (M). (exercice)
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Pour montrer que l’application induite ϕ : Hp(M) → (Hn−p
c (M))∗ est un

isomorphisme, on procède par récurrence sur le type minimal de M . L’initi-
alisation revient au fait (bien connu maintenant) que

[ω] ∈ Hn
c (Rn) 7→

∫
M

ω ∈ R

est un isomorphisme. On suppose que le résultat est vrai pour les variétés de
type minimal inférieur ou égal à k− 1 et soit M une variété de type minimal
k. On écrit une partie de la suite exacte de Mayer-Vietoris correspondant au
recouvrement ouvert donné par le lemme 5:

Hp−1(U)⊕Hp−1(V ) // Hp−1(U ∩ V ) // Hp(M)

// Hp(M) // Hp(U)⊕Hp(V ) // Hp(U ∩ V )

ainsi que une partie du dual de la suite exacte de Mayer-Vietoris en coho-
mologie à support compact (lemme 2) correspondant au même recouvrement:

(Hn−p+1
c (U)⊕Hn−p+1

c (V ))∗ // (Hn−p+1
c (U ∩ V ))∗ // (Hn−p

c (M))∗

// (Hn−p
c (M))∗ // (Hn−p

c (U)⊕Hn−p
c (V ))∗ // (Hn−p

c (U ∩ V ))∗ .

On peut mettre ces deux suites exactes dans un même diagramme (les appli-
cations ϕ sont définies en prenant sur U , V et U ∩V l’orientation induite par
celle de M)

Hp−1(U)⊕Hp−1(V ) //

ϕ

��

Hp−1(U ∩ V ) //

ϕ

��

Hp(M)

ϕ

��

(Hn−p+1
c (U)⊕Hn−p+1

c (V ))∗ // (Hn−p+1
c (U ∩ V ))∗ // (Hn−p

c (M))∗

// Hp(M) //

ϕ

��

Hp(U)⊕Hp(V ) //

ϕ

��

Hp(U ∩ V )

ϕ

��

// (Hn−p
c (M))∗ // (Hn−p

c (U)⊕Hn−p
c (V ))∗ // (Hn−p

c (U ∩ V ))∗.

On vérifie que ce diagramme est commutatif (exercice) et on conclut par le
Lemme des 5.

�

Par une méthode similaire on démontre le

Théorème 8. (Formule de Künneth) Soient M et N des variétés différenti-
ables, et supposons que N est de type fini. On appelle p1 et p2 les projections
canoniques de M×N sur M et N respectivement et on définit les applications
linéaires

Hk(M)⊗H l(N)→ Hk+l(M ×N)
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par [ω]⊗ [τ ] 7→ [ω ∧ τ ]. Alors l’application induite⊕
k+l=p

Hk(M)⊗H l(N)→ Hp(M ×N)

est un isomorphisme pour chaque p.

Preuve. On procède par récurrence sur le type minimal de N . Si le
type minimal de N est 1, le résultat est équivalent au Lemme de Poincaré.
Supposons qu’il soit vrai pour toutes les variétés N de type minimal inférieur
ou égal à k − 1 et soit N une variété de type minimal k. On écrit une partie
de la suite exacte de Mayer-Vietoris correspondant à un recouvrement ouvert
de N donné par le lemme 5:

H l−1(U)⊕H l−1(V ) // H l−1(U ∩ V ) // H l(N)

// H l(N) // H l(U)⊕H l(V ) // H l(U ∩ V ),

puis on tensorise cette suite exacte avec Hk(M) et on prend la somme directe
des suites obtenues pour k + l = p. Le résultat est une suite exacte (grâce au
lemme 2). De plus, il existe des applications linéaires de chaque espace de cette
suite exacte vers l’espace correspondant dans la suite exacte de Mayer-Vietoris
associée au recouvrement ouvert (M×U)∪(M×V ) de M×N , et le diagramme
ainsi obtenu est commutatif grâce aux propriétés des applications d’image
réciproque. L’hypothèse de récurrence nous dit que les deux applications de
gauche et les deux applications de droite sont des isomorphismes, donc le
Lemme des 5 permet de conclure.

�

IV. Applications

Si M est une variété compacte orientée de dimension 4k, la forme d’inter-
section de M est la forme bilinéaire symétrique sur H2k(M) définie par

([ω], [τ ]) 7→
∫
M

ω ∧ τ ∈ R.

D’après la dualité de Poincaré, cette forme est non-dégénérée, et sa signature
en tant que forme bilinéaire symétrique (c’est à dire la différence entre la
dimension d’un sous-espace vectoriel maximal où la forme est définie positive
et la dimension d’un sous-espace vectoriel maximal où la forme est définie
négative) s’appelle la signature de M . La signature est un invariant important
de la classe de difféomorphisme des variétés compactes orientées, dont les
propriétés (multiplicativité, invariance par cobordisme,...) seront étudiées
dans la deuxième partie de ce cours (MAT563).
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Avant la signature, les invariants les plus simples de la classe de difféo-
morphisme des variétés différentiables sont les nombres de Betti, définis par

bi(M) := dim(H i(M)).

La dualité de Poincaré nous permet aussi d’obtenir des relations entre les
nombres de Betti:

Théorème 9. Soit M une variété différentiable compacte et orientée de di-
mension n.

1. bi(M) = bn−i(M) quel que soit i.

2. Si n = 4k + 2 alors b2k+1 est pair.

Preuve. Le premier point est conséquence immédiate de l’isomorphisme
entre H i(M) et le dual de Hn−i

c (M) = Hn−i(M).

2. D’après la dualité de Poincaré, l’application

([ω], [τ ]) 7→
∫
M

ω ∧ τ ∈ R.

est forme bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée sur H2k+1(M). Une telle
forme ne peut exister que sur un espace de dimension paire (exercice).

�
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